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PAES  PRIMA. 

Inueftigatid  fun£lk)nunV^]duarum^v^^ 
■;  bilium  ex  3ata  differentialiuni  <:uius- 
’ ’ ' " ' vis  ^ gradus  ^ relaLtion^  uj 


Se^io  prima.,  , (Je  ,jnueftig%tipne/ 

. • , ' rum  variabilium  fun£lionum  ex 
; -»'jidata  didereatialiuirl^*|^imi  gra- 
, n.:;  t 4t»'->PetetidhC.'^  * 


Cap.  I.  De  natura  aequationum  difFcrentia- 
lium , quibus  funftiones  duarum  va- 
M X 2 riabi- 
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^ riabilium  determinantur  ‘ iii  genere  , 
pag.  3. 

tiAi*.  U.  E>e  refohitione  aequationum,' quibus 
altera  foiroula  difFerentialis  per  quan- 
titates finitas  vtcunque  datur,  pag.  37. 


Cap.  m.  De  refolutione  aequationum,  quibus 
biniuiim  formularum  diifcrentialium  al- 


Cap.  rV. . De  'riifolutiohe  a^uadoniini.  quibus 
relatio  inter  binas  formulas  difterentia- 
ks  etvnicam  trium  tpiantitatum  varia- 
bilium proponitur,  pag. 

i T - . 1 ' 

Cap.  ,y.  De  r^ludone  ^uationuni,’'quib^ 
■ ^ relatio ' inter  quantitates  ( ^ . et 
binas  trium  v^iabilium  x «,  quae- 
cunque datur , ps^.  iq.  • ' 


t • • f 

Cap.  Vi.  ^ De  > refolutibne  aequanoniim " qui- 
bus  relatio  inter  binas  formblas  diffe- 
/cntial^  (jf),  (3|) , .et  omnes  tres 

vanabiles  , z;  quaocunque  datur, 
pag.  142. 
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Se£Uo 
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Se6bio  fecunda,  de  inueAigatione dua- 

' ' • nim  variabilium  fun£lionum  ex 
data  differentialium  fecundi  gra- 
■ ‘ dus  relatione.  ' 

Cap.  I.  De  formulis  differenrialibus  fecundi  • 
gradus  in  genere,  pag.  igi. 

•I 

Cap.  n.  De  vna  formula  differentiali  fecundi 
gradus  per  reliquas  quantitates  vteun- 
que  data,  pag.  198. 

Cap.  in.  Si  duae  vel  omnes  formulae  ferandi 
gradus  per  reliquas  quantitates  deter- 
minantur, pag.  234. 

Cap.  IV.  Alia  methodus  peculians  huiusihodi 
aequationes  integi^di.,  pag.  262. 

Cap,  jV-x.  Transformatio  fingularis  ^earundem 

..  , 292.»  ’ 

' * ' ‘ * , ' i -“-xl  P 

Se£bo  tertia,"  de  inueltigatione  dua- 
‘ ‘rum  variabilium  fun<5tibnum  ex 
• ■ data  'differentialium^' tertii  altio- 
‘ ^ Tumque  graduum  relatione.  • 

C^.  I.  De  refolutione  aequationum  fimpli- 
' ciffimarum  vnicam  formulam  differen- 
tialem  inuoluentium , pag.  345. 

X 3 Cap.il 


Gap.  IL  De  integratione  aequationum  alti^ 
rum  per  reduftionem  ad  inferiores, 
pag.  359.  . 

Gap.  III.  De  integratione  aequationum  ho- 
mogenearum,  vbi  Unguli  termini  for- 
mulas differaitialcs  eiusdem  gradiy 
continent,  pag.  378. 


PARS  ALTERA;  ' ^ 

Inueftigatio  fun£Honum  trium  varia- 
, bilium  ex  data  differentialiupi..-.o 
-..i  ..  ...  relatione.  * ' . 

• r » • 

Cap.  L De  formulis  differentialibus  funftio: 

' num  tres  variabiles  inuoluentium  ^ 
“•  pag.f'392.  ''  - ‘ - • '■  ' • - 

Cap.  II.-  De  inuentione  flinftionum  trliinl 
variabilium  ex  dato  cuiuspiam  formu- 
lae differentialis  valore , pag.  403.,  , 

Gap.,  HI.  ,De  refolutione  aequationum  diffe- 
rentialii^,  primi  gradus , pag.  423. 


Cap.  IV.  De  refokitiohc-- aequationum  diffe- 
rentialium  homogenearum , pag.  442. 
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Cap.  L‘De  caiciilo  variationum  ih  genere, 

Cap.  IL  De  variatione  formularum  differen- 
tialium  duas  variabiles  inuoluentium , 
pag.  482. 

Cap.  in.  De  variatione  formularum  integra- 

lium  fimplicium  duas  variabiles  inuol- 

ventium,  pag.  504.  , 

« 

Cap.  IV.  De  variatione  formularum  integra- 
lium  complicatarum  duas  vaiiabilcs 
inuolucnthan , p^.  5^9.  / 

Cap.  V.  De  \^iatione  formularum  integra- 
lium  variabiles  inuoluentium,  et  du- 
plicem relationem  implicantium,  p.  549. 

Cap.  VT.  De  variatione  formularum  differen- 
tialium  tres  variabiles  inuoluentium, 
quariim  relatio  vnica  aequatione  con- 
tmetur,  pag.  565. 

Cap.  VTL  De  \'ariatione  formularum  inte- 
gralium , tres  variabiles  inuoluentium, 
quarum  vna  vt  fun£Uo  binarum  reli- 
quarum fpe£htur , pag.  581. 

UVOJAD 


SVPPLE- 


SVPPL.EMENTyM. 

Euolutio  cafijum  prorfus  fingularium 
circa  integrationem  aequatio-, 
niim  diiferentialium , pagi  599^ 
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CALCVLI  INTEGRALIS 

LIBER  POSTERIOR. 


PARS  PRIMA 

S E V 

INVESTIGATIO  FVNCTIONVM  DVA- 

RVM  VARIABILIVM  EX  DATA  DIFFERENTIALIVM 
CVIVSVIS  GRA®VS  RELATIONE. 


SECTIO  PRIMA 

INVESTIGATIO  DVARVM  VARIABILIVM 
FVNCTIONVM  EX  DATA  DIFFERENTIALIVM 
PWMI  GRADVS  RELATIONE. 
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D E 

NATVRA  AEQVATIOMVM  DIF- 

FERENTIALIVM  QVIBVS  ^FVNCTIONES  ' 
DVARVM  VARIABILIVM  ]>ETER- 
MINANTVR  IN  GENERE. 


Problema  u , . 

'■  I. 

Si  z fit  funiflk)  quaccunque  duarum  variabilium 
a:  et  j' , dcdnirc  indolem  aequat^nis  diflferen- 
tialis  qua  relatio  diBerentialium  dx  ^ dj  dz 
exprimitur. 

Solutio. 

Sit  P//.v-t-Q^rt^-l-R</2r;ra  -aequatio  relatio- 
nem dificreutialium  dx , dy  ^x.  dz  exprimens , in 
-■  A a qua 
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♦ 


qua  P , et  R fiat  fiindiones  quaecunque  ipfarum 
X ^ jf  ct  z.  Ac  primo  quidem  uecefle  eft  , vt  hacc 
aequatio  nata  fit  ex  difierentiatione  aequationis  cuius- 
piam finitae  pofiquam  di£ferentiale  per  quampiam 
quantitatem  fuerit  diuifum.  Dabitur  ergo  quidam 
multiplicator  puta  M , per  quem  formula 
P </  a:  + -\-Kd  t 

multiplicata  fiat  integrabilis ; nifi  enim  talis  multi- 
plicator exifteret  , aequatio  difierentialis  propofita  fo* 
ret  abfurda , nihilque  omnino  declararet.  Totum 
ergo  negotium  huc  redit , vt  charaifler  aflignetur  , 
cuius  ope  huiusmodi  aequationes  differentialcs  abfur- 
dae  nihilque  fignificantes  a realibus  dignofei  queant. 
Hunc  in  finem  contemplemur  aequationem  propofi- 
tam  ?dx-{~Qdf~{-Rdz':zo  tanquam  realem.  Sit  M 
multiplicator  eam  reddent  integrabiknp  , ita  vt  hacc 
formula 

MRdz 

fit  verum  difibrentiale  cuiuspiam  fun^fionls  trium 
variabilium  x,jr  et  z;  quae  fundio  fi  ponatur  =V 
haec  aequatio  V = Confi.  futura  fit  integrale  com- 
pletum aequationis  propofitae.  Siue  igitur  x,  fiue  y, 
(lue  z accipi.atur  confians  y lingulas  has  formulas  ; 

MRi/z+MP<fxi  MP</x--}-MQ^  ,• 

(eorfim  integrabiles  effe  oportet ; vnde  ex  natura 
diflfcrcutialium  erit 


vnde 
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TAde  per  euolutionem  hae  tres  oriantur  aequationes: 
I.  M(|t)+(i(f*)-M(i-;.)-R(|?)=o 
IL  M{J-«)-+-R(^^)-M(^J-P(J|):=o 

III.  M(f|)-+-P(^)-M(a-Q.(j^)=o 
quarum  fi  prima  per  P , fecunda  per  Q et  tertia 
per  R multiplicetur , in  fumma  omnia  difierentialia 
ipfius  M fe  tollent , et  reliqua  aequatio  per  M ^4i- 
erit : 

-R(ja)  = o 

quae  continet  characterem  , aequationes  difierentiales 
realcs  ab  abfurdis  difcernentem,  et  quoties  inter  quan» 
titates  P,  Q et  R haec  conditio  locum  habet,  toties 
aequatio  difierentialis  propofita 
? d X -i-  -V-  R « — O 

efi  realis.  Caeterum  hic  meminifle  oportet , huius* 
modi  formulam  Tncinulis  inclufam  ( fignificare 

yalorem  fi  in  dififerentiatione  ipfius  Q fola  quan- 
titas z Yt  variabilis  traCtetnr;  quod  idem  de  ceteris 
efi  tenendum  , quae  ergo  femper  ad  fundiones  fini- 
tas reducuntur. 

Coroll.  I. 

s.  Propofita  ergo  aequatione  di^Ebrentiali  inter 
tres  variabiles : 

V dx  (^dy  -1-  R = o , 

A 3 ante 
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ante  omnia  difpicicndum  eft , 'vtrum  charaAer  in- 
\entiis  locum  hab:at , nec  ne  ? priori  cafu  aequatio 
erit  rc^fs , poderiori  Tcro  abfurda  et  nihil  plane 
fignificans’,  neque  vnquam  ad  talem  aequationem 
vilius  problematis  folutio  perducere  valet, 

Coroll.  2. 


3.  Charadlcr  inuentus  etiam  hoc  modo  ex- 
primi poteft 


quandoquidem  vncinulae  non  quantitates  finitas  affi- 
ciunt, fed  folam  dificremiationem  ad  certam  variabi- 
lem rcllringunL 

C o r o 1 1.  5, 

4.  Simili  modo  fi  aequatio  haec  charatflerem 
continens  per  PQR  diuidatur , ca  hanc  formam 
induet : 

d.i^  d.l^  d.I*- 

quae  etiam  ita  exprimi  poteft : 

do.  __  i_f  1?  — ^ _ i? 


?dx 


Scho- 
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Scholion  r. 

5.  Qiicmadmodum  omnes  aequationes  difUicn- 
tialcs  inter  binas  yariabilcs  femper  funt  reales , fem- 
perque  per  eas  relatio  certa  Inter  ipfas  variabiles 
definitur , ita  hinc  difcimus , rem  fecus  fe  habere 
in  aequationibus  diffi-tentialibus  , quae  tres  variabiles 
inuoluant , atque  huiusmodi  aequationes 

P dx  Hr  ^dy  -f-  R 5:  O 

Bon  certam  relationem  inter  ipfas  quantitates  finitas 
X y y z declarare , nifi  quantitates  P , R ita 
fuerint-  comparatae , vt  charafter  inueritus  locum 
habeat.  Ex  quo  intelligitur  infinitas  huiusmodi  ae« 
quationes  difJcrentiales  inter  ternas  variabiles  proponi 
pofle , quibus  nulla  prorfus  relatio  fiaita  conueniat , 
et  quae  propterea  nihil  plane.  defi.niant.  Pro  arbi- 
trio fcilicct  huiusmodi  aequationes  formari  poflunt., 
nullo  fcopo  propofim  ad  quem  fint  accommodatae  f 
fiatim  enim  ac  certum  quoddam  problema  ad  ae- 
quationem diSerentialem  inter  ternas  variabiles  per- 
ducit , femper  ncccfle  eft  charadterem  afiignatum  ei 
conucnire  , cum  alioquin  nihil  omnino  fignificaref. . 
Talis"  aequatio  nihil  fignificans  cft  exempli  gratia 
zdx-\-xdy-\-y — neque  pro  x vlia  quidem 

fiiniflio  ipfarum  x et  cogitari  poteft  quae  ifU  ae-- 

quationi  fatisfaciat ; quin  etiam  charaAcr  nofter  pro 
hoc  exempto  dat  -x-y-z  , quae  quantitas  cum  non 
euaaefcat , abfurditatem  illius  aequationis  declarat. 

Scho- 
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6.  Quo  charadler  inueutus  Acilius  ad  quosals 
cafus  oblatoa  accommodari  queat , ex  aequatione 

F d X ^ R d z ~ o ^ 

primo  euoluantur  fequentes  valores : 

(§>-(g)=L;  <|)-(g)=N 

et  chanu^er  noiler  hac  cootinebitur  expreflione: 
LP-f-MQ-hNR 

quae  fi  euaneicat , aequatio  propofita  erit  realis , 
et  aequationem  quandam  finitam  agnofeet ; fin  au- 
tem ea  ad  nihilum  non  redigatur  , aequatio  propo- 
ilta  erit  abfurda , atque  de  eius  integratione'  ne 
cogitandum  quidem  erit.  Ita  ia  exemplo  fupn 
pofito  erit 

?=zzi  Q=x; 

hinc 

L = — I,  M = —i  etNrr— I, 

vnde  character  — x — j'  — z , abfurditatem  indicat* 
Proferamus  yero  etiam  exemplum  aequationis  realis: 

dx{yy+njz+zz)—x{y+nz)dy~-xzdz—o 
in  qua  ob 

P=xy*+-»r*-H*«i  Q=— xj'— «jr*i  et  R=— arx 
erit 

L:=— wjf;  M=:— 3«— «j'  et  N:=3j+znz 

tnde 
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tnde 

LP-+-MQ4-NRr=— nJf(  yy+f^z+zz)-\-x{jf+nz){:iz+ny) 

~xz{3j'+2nz)z:x{-nxy-nr^z~ttzz+3J!^+inzz+njy+n^z 

’-iyz—inzz)=-o 

quare  cum  hic  chandVer  euanefcat , aequatio  haec 
differentialis  pro  reali  eft  habenda.  Simili  modo 
propofita  hac  aequatione : 

2^a:(  y+z)+dy{x+ryy  + zz)^dz{x+y)=:o  cb 

"P^zy  + zz;  j R— Jf+J'  fit 

L— 2 — 1=1  i M = I— 2=— I Ct  N = 2 — 1 = 1, 
hincque  ' 

L P -4- M Q.-+- N R = 2j^ +2  s - ■»- «4- = o 
Tnde  ifta  aequatio  difTcrentialis  erit  realis. 

Problema  2. 

7.  Propofita  aequatione  difFerentiali  inter  ter- 
nas variabiles  x , y , s , quae  fit  realis , eius  inte- 
grale  inueftigare  , vnde  pateat , qualis  fundtio  vna 
earum  fit  binarum  reliquarum. 

Solutio. 

Sit  aequatio  differentialis  propofita: 
Pdx->r^dy~\-Kdz—(i 

in  qua  P , Q. » R eiusmodi  fint  fanftiones  ipfarum 
X ^ et  3 , vt  charader  realitatis  ante  inuoitus  fa- 
'Vok  IIL  B tisfa- 
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tibfadat.  Nifi  enim  ifta  aequatio  eflct  realis  , ridi- 
culum foret , eius  integrationem  teiuare.  Sumamus 
ergo  lianc  aequationem  eflfe  realem  , atque  dabitur 
relatio  inter  ipfas  quantitates  x ^ y et  z , aequationi 
propofitae  fatisfaciens ; ad  quam  inueniendam  pe  - 
pendatur,  fi  in  aequatione  integrali  vna  variabilium 
pura  z,  conflans  rpedlctur  ex  eius  difierentiali  nihilo 
aequali  pofito  nafci  debere  aejuationem 

? d X (^dy  rr  o. 

Viciflim  ergo  vna  variabili  puti  z vt  conflante 
tra(flata  , integratio  aequationis  diflferenfialis 

V d X (^dy  ~ o 

quae  duas  tantum  variabiles  contmet , perducet  ad 
aequationem  integralem  quaefitam , fl  modo  in  quan- 
titatem conflantem  per  integrationem  ingrefllim  illa 
quantitas  z rite  inuoluatur.  £x  quo  hanc  regulam 
pro  integratione  aequationis  propofitae  colligimus. 
Confideretur  vna  variabilium  puta  z vt  conflans , 
vt  habeatur  haec  aequatio  V d x-^Qdy :^o  duas 
tantum  variabiles  x tt  y implicans  \ tum  eius  in- 
vefligetur  aequatio  integralis  completa  , quae  ergo 
conflantem  ariiitrariam  C compledetur.  £)einde  haec 
conflans  C confideretur  vt  fundio  quaecunque  ipfius  z, 
atque  hac  z nunc  etiam  pro  variabili  habita  , ae- 
quatio integralis  inuenta  denuo  diflerentietur  j vc 
omnes  tres  z , y et  z tanquam  variabiles  tradentur, 
et  aequatio  differentiatis  refultans  comparetur  cum 
propohta  , vbi  quidem  fun- 

diones 
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ftiones  P et  Q fponte  prodibunt , tt  fundio  R cum 
ea  quantitate  , qua  elementum  dz  af&citur , collau 
determinabit  rationem , qua  quantitas  z in  illam 
litteram  C ingreditur , ficque  obtinebitur  aequatio 
integralis  quaefita  , quae  fimul  erit  completa , cum 
femper  in  illa  litterae  C pars  quaedam  conftans  Tere 
arbitraria  relinquatur , cum  haec  determinatio  cz 
difierentiali  ipfius  C Iit  petenda. 

C o r o 1 1.  I. 

8.  Reducitur  ergo  integratio  huiusmodi  aequa> 
tionum  differentialium  tres  variabiles  continentium 
ad  integrationem  aequationum  differentialium  inter 
duas  tantum  variabiles  , quae  ergo  quoties  licet  per 
methodos  in  fuperiori  libro  traditas , eft  inflituenda. 

C O r 0 1 1.  2. 

9.  Haec  ergo  integratio  tribus  modis  inflitui 
poteft  prout  primo  vel  z vel  y vel  x tanquam  con- 
flans fpedatur.  Semper  autem  neceffe  eft  , vt  ea- 
dem aequatio  integralis  rdultet , fiquidem  aequatio' 
difierentialis  fuerit  realis. 

C O r O 1 1.  5. 

10.  Quodfi  hacc  methodus  tentetur  in  aequa-' 
tione  differcntiali  impoflibili,  determinatio  illius  con- 
flantis C non  ita  luccedet , vt  eanj  variabilem , quae 
pro  conflante  eft  habita,  folam  inuoluatj  atque  etiam 
ex  hoc  critcrium  realitatis  peti  poterit. 

B a Scho- 
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' II.  Quo  haec opeiatio  facilius  intelligatur, pe- 
riculum fliciamus  primo  in  aequacioae  impoiTibili  hac 

zd:xi-^xdy^ydz'::zo 

hic  fiimta  z pro  cQuftante  erit 

zdx-\-xdyz=:o  feu  — o 

cuius  integrale  efl  zlx-\-y^Q,  exiiknte  C funftione 
ipfius  z.  Differentietur  ergo  haec  aequ.itio  {'umendo 
etiam  z variabile,  pofitoque  dCz:.'Ddz  ^ vt  D fit 
etiam  fundio  ipfius  z tantum  erit : 

-\-dy-\-dzIx~Ddz  feu 

zdx~\-xdy-\-dz{xlx-~'Dx)~9 

deberet  ergo  eflc  x/x— Darz;:^  fcu  P=/ar— ^ ,quod 
efi  abfurdum. 

Deinde  in  aequatione  reali 
ii,4x{y  ~]r^)-{-dy{x-^  ^y-\~xz)-^  dz{x  — 

operatio  expofita  ita  inftituatur.  Sumatur  y con- 
flans vt  fit 

zdx[y-\-z)+dz{x-\:y):=:o  feu  -i±.  r=o 

^ y y -+•  s 

cuius  integrale  efl  ' 

^J[x-\ry)-\~l[y~^z)  — C , 
vbi  C etiam  ^ iouoluat.  Sit  ergo  , «t 

fumto 
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fumto  etiam  y variabili , dififerciitiatio  praebet 

— fcu 

j'-Hs  ' 

&dx{y-hz)-i-2dy{j-i-z)+(0'{x-^y)-\-dz{x-\-ji), 

=:  D^yCar+j-)!  y+a)' 

qaae  expreffio  cum  forma  propofita  collata  praebet 
I)— o,  ideoque  dC=zo  et  C fit  coollans  vera  ^ 
ita  vt  integrale  fit 

( X -f-J  )’  (/  -4-  2 ) = Conft. 

Huiusmodi  igitur  exempla  aliquot  euoluamus. 

Exemplum  i. 

12.  Huius  aequationis  differemialis  reaUs 
dx(y-h2)-t-dy(x-i-2)-+-dz(x-i-y)=» 
integrale  inuejiigare. 

Primo  quidem  patet  hanc  aequationem  eile 
xealem  cum  fit 

P -zzy  -+-2;L— I — I— o 
Qznx  -f-  z i M=  I — I — o 
j N :=r  i — i rr  o 

fumatur  igitur  z confians , ct  aequatio  prodibit 
dx{y->rz)+dy{x-\-z)  — Q feu  = o 

cuius  integrale  cfi 

/ ( af  -i“  z } / {y  2 j — f ; 2 » 

B 3 ftatut- 
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Hatuatur  ergo 

vbi  natura  fun<fUonis  Z ex  diflerentiatione  debet  erui. 
Fit  autem 

dx{y-\-z)+dy{x-\-z)-\-dz{x-\-y-[-%z)  = dZ 
a qua  fi  propoTita  au&ratur,  relinquitur  zzdz~dZ 
hinc  Z—zz-\-C  y ita  vt  aequatio  integralis  com- 
pleta fit 

{x-\-z){y-\-z)zzzz-\-C  feu  xy+xz+yz^C 
quae  quidem  ex  ipfa  propofita 

ydx+zdx-\-xdy-{-  zdy-[-xdz-{-ydz=o 

facile  elicitur  , cum  bina  membra  iun«Jla  fit  integra- 
bilia. 

Exemplum  2. 

13-  Huius  differentialis  aequationis  reaBs 

dx(ay-bz)4-dy(cz-ax)-f-</s(bx-cy)r=o 
aequationem  integralem  compktam  inuenire. 

Rcalitas  huius  aequationis  ita  ofienditur: 

Cum  fit  ?-ay-bzi  erit  h = zc 
(^~cz-axi  M—zb 

Kz^bx  — cy’^  N~2fl 

hineque  maniftfto  LP-|-MQ^4-NR  — o. 

lam 
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Tam  (limatur  s conibns » vt  habeatur : 


H ^ = o erao  > 1 

— ax  *a^— frs  ^ ^ * e z 


z 


f:s 


ftatuatiir  cr^o  — Z , et  differentiatio  praebet 

adrff»  — tis)-4-aiv'ea  — o ij-t-adgffcjc  — C’)i  — </Z 
lea  — a I ^ 

ex  cuius  comparatione  cum  propofita  fit  d7.zz.o  et 
Z — C , Ita  vt  aequatio  integralis  completa  fit ; 

— n feu  ay  + nax— [b-{-nc)z. 

Quod  fi  aequatio  integralis  ponatur 

Aar-r-B>'-t-C3“o 

hae  conllantes  ita  debent  c(Te  comparatae  vt  fit 
A c — 1 — B b C u — o 
ficque  confians  arbitraria  concinnius  inducitur. 


Corollari  um. 

14..  Haec  ergo  aequatio  iutegrabilis  redditur, 
fi  diuidatur  per  (^c  z—  a x ) ^ atque  ob  eandem  ra- 
tionem etiam  hi  diuifores : 

( «7  — i z )’  et  ( ^ of  — ry  )* 

idem  praedant.  ,Vi  enim  integralis  hi  diuilbres  con- 
flantem inter  fe  tenent  rationem.  Namque  fi 
erit 

b x — cy  — b —ne  bx  — ey  — — b — «e 

c z — ax~~~  a — 6»  »« 


Exem- 
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Exemplum  5. 

15.  Huius  aequationis  differenti  alis  reaTts  : 
t3x(yy+>z+zz)+dy(zzAxz+xx;+dy(xx-i-xy+yy)=0 
aequationem  integralein  completam  inueftigare. 

Rcalicas  huius  aequationis  inde  patet , quod  fit : 
V —yy+yz-{-zz  hineque  'L-zz+x—x--2yz2(z--jr) 
Qz:22  + a-5:  + .v.v  ‘ Mr 2A*4y— y— 2ac:a(a:-2) 
R — .VA- + xy  +jy  N ^ 2 j' + 2 - 2 - 2 2 { j-x) 


vnde  fit : 

LP-4-MQ;i-NRr2(2-/)+aU--s')+2(y*-J^*J=o*  ; 
Ad  intcgrale  ergo^iuueftigandum  fumatur  2 conflans, 


eritque 


dx 


X z^zz 


r=o 


-HJ'  z^  zz 


cuius  integrale  cfl 

Ang.  tang.  T7T  Ang.  tang-  f:  s 

quae  per  colledtionem  horum  angulorum  abit  in  : 
Ane  tang  = f:  2. 

Statuatur  ergo  = Z ; haecque  ae- 

quatio diflerentietur  fumtis  omnibus  tribus  x,  y et  2 
variabilibus  , ac  prodibit 

t7idx(y>-t-yz-t-zz)-^iZciy'zz+xz.^x—zxd:e.xx-i-yz->-yy:—tydz(zz-^xz+.xx)~'^^ 

xy)»  » 

cum  igitur  ex  aequatione  propofita  fit 

dx[yy+jz-{-zz}\-d}{zz-{-xz+xx)^-~dz[xx-^3y-\-yy) 

erit 
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erit  faifla  fubditutione 

— izdz^xx-^-xy~^-yy) — (p„ 

icu 

— ad8fax»-t.3ez»-4-?yg-t-Tgg -yrxjH-xjj-f-f  XJ8  ) _ j ^ 
( 1 s x-f- X z z — x^)*  — 

quae  in  hanc  formam  reducitur : 

— 1 dz(  x-4-y-»-z  )(  x'y-».x  z-4-y  z). — 

( iz  z-t-x  z -f-jy  z — xy)*  — « 

At  ob 


erit 


3 Z Z *4-  X » 

— .ZZdz<x_fl>^z)  _^2  fcu  rii?  — sisfr-t-y-f-z) 


Necefle  ergo  eft  Tt  etiam  ^L2L: 


■ rz-HJrz 


ipfius  z tantum,  quae  vocetur  2,  vt  fit  — 

Verum  ex  fola  forma  fundlioois  Z negotium  confici 
oportet ; quod  ita  expediri  poteft.  Cum  fit 

y — f2=*rHdt>* — erit  I-t-Z — izz-t-;xz-4-iyz 

***-+***-+“>* — ■O'  * JIS 

hinc  yaloris  ope  quan- 

tiwtes  X et  j'  ex  aequatibtfe  dififcrcntiali  eliduntur  , 
fitque  ‘ 

• —^2Lrr.dz.  2iiLrb^y7_*i  — iz, 

vnde 


— d Z_  ^ — — dZ 

Z(  ir-f-Z)  a Z 


d Z 


-Z  ’ 


et  integrando  ]z  — l'-^^la.  Ergo 
■.-Ki  — * 7 — ■ « . 

z — 0 ^ — z — a 


ita  vt  aequatio  iutegralis  quaefita.  fit 

feu  xy-\-xz-\-yz=c{x-\-j-\-z) 

C quae 


g x^-^z^yz 

ss  — fl  azz-f*x::-+v'3 — xpt 

voi.  m. 
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quiie  fimpliciflima  forma  ftatim  colligitur  ex  ac» 
quatione 

j ^ y z)  t -4-Z  — » 

'xy-^xz  -i-y  z Z •' 

Corollarium. 

15.  Cum  aequationis  propofitac  iatcgralc  com- 
plctiun  fit 

xj-]-xz-\-yz—aix+-jf~^z)  fcu 

cx  huius  differentiatione  etiam  ipfa  aequatio  propo- 
fiia  relultarc  deprehenditur.  Vnde  paut  au)uatio- 
nem  propofitam  itnegrahilem  reddi  fi  diuidatur  per 
(ar+zH-s)’  \cl  etiam  pir  [xj  \ xz-\yz''. 


Scholion. 

\6.  Ex  hoc  exemplo  intelligitur  , determina- 
tionem fun<aioni8  per  integrationem  illatae  interdum 
haud  exiguis  difficultatibus  efie  obnoxiam  ; fiquidem 
hic  fundionem  Z non  fine  ambagibus  elicuimus. 
Verum  et  hic  ifk  inuefiigatio  multo  facilius  inflitui 
potuiffet ; ftatim  enim  atque  inuenimus 


fir-t-  - = Z — f :z  , 

3 zz^xz^y  z^xy  ’ 

hanc  ipfam  expreftionem  concinniorem 
cuiflet.  Nempe  tu.n  fit 


erit 


; t zz  ^ X Z ^y  z — X y 
^ X y X z y ^ ^ 

. idcoque 


« 4->  -4- a — I h-2  — ^ 


reddere  li- 


Relidta 
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Reli<Jla  ergo  fuh<flione  Z rtatim  ponatur 

ct  fumtis  diflerentialibus  per  fe  liquebit , fieri  i^zo, 
ideoque  SrrConft.  Adhuc  facilius  hoc  problema 
refoluitur,  fi  etiam  fu mto  y conflante  eius  integralc 
quaeratur , tum  enim  fimili  modo  peruenitur  ad 
huiusmodi  aequationem 

<L)Lr«-5^j±JL*  — Y f ; y ; 

quare  cum  haec  expreflio  acque  cfTe  delicat  functio 
ipfius  z atque  ipfius  y , necefle  eft  , vt  ea  fit  con- 
flans ; eritque  propterea  aequatio  integralis  completa 

xy~^xz~>r-yz-=:.a{x-v  y-^  z). 

Exemplum  4. 

1 7.  Huius  aequationis  diferentiaTis  reaTis  t 
dx(xx-yy+xz)-zzdy  + zdz(y-x)+il^(yy-xx)zo 
aequationem  integralem  completam  inue/ligare, 

Realitas  huius  aequationis  ita  oflenditur. 

Ob  V=^xx-yy-\-zz  erit  ' L — — ^z— 

Qz=:-zz  M — »JL? 

R — z{y-x)+*-(yy-xx)  N = -ay 

vnde  calculo  fubdudlo  formula  LP-4-MQ^-f-NR 
euaoefcit. 

C 2 Suma- 
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ao 


SuimiTttis  iam  z conftans , et  habebimus  luuC 
aequationem : ' 


Wx(xx-j'j'-i-zz)--zzti/  = o , 


cuius  quidem  integratio  non  conflaret , nifi  perfpi- 
ccremus  ei  fatisfacere  particulariter  jf~x.  Hinc 
autem  ponendo  j'  — ar-4-^  integralc  completum 
eruere  poterimus  { fit  enim 


dx(zz—— — — ^T^)— zstf.v-f  inr  — o 


hineque  dv—  ~’d  x , 

' — XX 

quae  per  e multiplicata  praebet  integralc 


— XX 

v~fe  dx~\-{\z 

vbi  quidem  notandum  efl  in  integratione  formulae 

^XX 

* * dx  quantitatem  z vt  conflantem  traftari , efle- 
que  ita  vt  fit 


L XX 


— XX 

® dx— 


e = ® 
J-x 


-4“  2. 


Quodfi  iam  hanc  aequationem  differentiare  velimus 
fumta  etiam  z variabili  , difficultas  hic  occurrit  , 

— X X 

quomotlo  quantitatis  />  dx  differentiale  ex  varia- 
bilitate  ipfius  z oriundum  definiri  debeat.  Hic  ex 
principiis  repeti  debet  fi  fuerit  dV ~Sdx-JrTJz  ^ 

fore 
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ai 


fbrc  (f-7)  — (^)  ideoquc  fi  z conflans  fumatur 
T'zzfdx{^^-).  lam  noftro  cafu  eft 


^ y a 

Sr=<f  ® = 


z-z 


et  dx, 

fumta  z conflante  quare  cum  flt 


( ^ ^ ” -i»-  > ergo  T = xxdx, 

X 

Quocirca  quantitatis  dx  diffcrentialc  plenum  ex 
variabilitate  vtriusque  ar  et  a;  oriundum  eft 


dx^i^fe^^  xxdx 
cui  aequari  debet  alterius  partis 


zz 

J-x~ 


4-2  diffe- 


rent iftle  , quod  eft 

— XX 

^ zz  fiziz  zzdy^zzdx  \ txxdz^txzdx  y , ’ 

e -i-  z. 


Turbat  Tcro  adhuc  formula  integralis  i» 

qua  s pro  conflante  habetur ; reduci  autem  poteft 

— XX 

ad  priorem  /e®*  dx  y fi  ponatur 


— XX 

* Z z 


— X X 


®*ara:</ar— Ar-4-B/tf 

prodit  enim  fola  x pro  variabili  habita , differea* 
tiando 

xxdxzz:  Aia?—  — -f-Bia:  ergo 

A =— Us  et  B=:— A— is», 

C 3 ita 
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ita  vt  fit 

— XX 


fe  ^‘^xxdxzz  — U xzz-\  \zz)e 
quare  cum  fit 


— X X 

s.  z 


fe 


— XX 

~ dx~. 


Z erit 


y~x 


XX 

fe  ** 


xxdx=~  ;e  xzz- 


XX 

^ ^ 9? 


, \^lZzz. 
i{y-x) 

Fa<Jia  ergo  fubflitutione  haec  orietur  aequatio  diffe- 
rentia lis 


-~xx 

. »5 


L g**» 

» * > — X 


5 4-  ?.i*  — 


^ zz  / 7Zdz zxdx  ,_xix  , 

'j — -t  ' (>-*)•  5~*  ”* 

quae  tranfit  in  hanc  formam 


— xa 


g xz  /di(y-^x)  ^ zzdi  , zzdt  _ zJs  x'^-f-x  jz  j 

^ J l^Xi'  ‘ y-x  zj—xj'  / 

feu  ' 


zdZ-Zd% 

% 


—XX 


[}-^J 


-/dx(}y-xx-zzy\zzdj-zdz^j-x-  >j-A'a*))=- 


zd7^-Zi% 


qua  cum  propofita  collata  euidens  eft  cfle  debere 
ar</2  — Z</2  — ofcuZ  — «s; 
ira  vt  aequationis  propofitae  integrale  completum  fit: 


. fe~'-^-dx-t 


Z% 


y-x 


-i-B  a , 


fiqui- 
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fiquiilcm  in  inte^rali  !e  quantitoi  z pro  coii- 

ftaiuc  habcaiur. 

Corollarium. 

18.  AcquJtio  cr^o  propofita  intcgrabilis  red- 

ditur,  fi  multiplicetur  per  e ^ ac  tum 

inte^rale  c(l  ip!a  aequatio , quam  inueoinnus. 

S c h o I i o n.  1. 

19.  Exemplum  hex:  imprimis  eft  notatu  di- 
gnum , qucxl  in  eius  folutione  quaedam  artificia 
(uiu  in  lublidium  ncxrata  , quibus  in  pratccdciitibus 

— - K 

non  erat  opus.  Ptr  fbrmulana  autem  fe  dx  in- 
tcgralc  non  (aris  determinatum  xidetur.  Cum  enim 
in  ea  z to.illans  ponatur,  conftans  per  integrationem- 
introducenda  per  nz  non  definitur , fiquidem  lex 

— X X 

non  praeferibitur  fecundum  quam  integrale  /e®*  dx 
capi  oporteat  ■vtrum  ita  vt  euanefeat  fiuflo  x—Q  , 
an  alio  quacunque-  modo  ? Dubium  autem  hoc  di- 
luetur , fi  aequationem  inuentam  per  z diuidamus , 

X X 

vt  formula  integralis  fit  /f  ® vbi  cum fit 
cuidens  eft  ea  exprimi  funiftionem  quanjam  ipfius|i 
ac  fi  pouatur  | —p  , fore  aequationem  noftram  inte- 
gralcgi 

1 Pdp  -4-  Conft. 

neque 
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neque  hic  amplius  conditio  illa  , qua  in  formula 
integrali  quantitas  z pro  conftante  fit  habenda  , lo- 
cum habet , fcd  integrale  perinde  determinatur  , ac 
fi  aequatio  duas  tantum  variabiles  contineret.  Hanc 
circumftantiam  fi  perpendiflemus , plenum  diferen- 
tnfLfP 

tiale  formulae  ® * dx  y ex  variabilitate  vtriusque  x 
et  z nullam  difficultatem  peperiffet.  Poftquam 
enim  perucnimus  ad  aequationem 


dx—e^^  ' 

eam  ita  repraefentemus : 


■4“  f ! z 


***</.*  = 
Z / X 


-f-2 , 


\bi  cum  in  formulam  integralem  etiam  variabilitas 
ipfius  z fit  indura,  fi  ea  difierentietur  fumtis  omni- 
bus X yy  et  2 variabilibus  orietur : 


-XX  -XX 

ax/dx  _xdz\^^  xxf  dz  , zdx-zdy 
\x  zz (>— 

feu 


7xdx 


+ 


ixxJz 

XZ(^X) 


Vh/Z 


— XJC 

- a a / dx:y-hx) xdx  , zify  xiz!  y-^-x} 

V z!,y—x)  (>— xj*"  “ ( jy-lx)*  zziy—x) 

quae  reducitur  ad  hanc  formam : 


—OCX 

— T7  iMyy-xx~zz)+zzd}-zdz(y-x)-  ^(j/-xx))-dZ  - 
z[y-x) 

vnde  patet  efle  debere  dZ~o  et  Z— Conft.  ficque 
elicitur  aequatio  integralis  ante  inuenta. 

Scho- 
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Scholion  2. 

20.  Idem  integrale  prodiiflet,  11  loco  z altera 
reliquarum  * Vel  Jf  pro  conflante  ftiiflct  alTumta ; 
\bi  in  genere  notari  conuenit , li  huiusroodi  aequa^* 
tionem ; • 

Vdx~\-Qjiy-\-Rdz—o 

' » > , j ' I 

fumta  z conflante  tradare  licuerit , etiam  rclolutio- 
nem , quaecunque  trium  variabilium  pro  conflante 
aflumatur  y fliccedere  debere  etiamli  id  quandoqUe 
minus  perfpiciatur.  Ita  in  aequatione  propollta  11  / 
pro  conflante  habeatur  , relbluenda  erit  haec  ae- 
quatio : 

4ix{xx-{-zz^jjt)-zdz{x-_y)—  !L|*(xx-j'jr)=:o 
quae  per  z multiplicata  cum  io  hanc  formam'  abeat 

{zdx~-xdz)(xx+zZ’-jfjf)+x^^^^—°  - 
^ • - — • 
fecile  patet  eam  ^mpliciorem  reddi  ponendo  x^pz 
tum  enim  ob 

■zdx—xdzizzzdp 

• • ' - • ' 

prodibit  . , , , u..  ') 

dp{ppxz+zz~-yy)+jdz=:o  ‘ 
fit  porro  fietque 

^p{ppn-^9i- * )4-</?=o 
mUL  D cui 
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cni  cam  fatis&ciat  f , flatattur  ^ | -4-  * tiabe- 

biturque 


-U  J.  -H-1  -4- -L,)— tP— ‘*r 

"r\  r j»p“pr‘rr'  pp  rr  ' 

fcu  prfrzzo 

Tei  dr—  ~rfp(pp-4*i) 

qoae  multiplicata  per  et  integrata  dat 

y e- .;•  ; 

tnde  t~PP(^  + i}=z-/r-ffdp, 

Cum  nunc  fit 


» — *y  jr  — >«  »■  I * _* 

' >4rh*T«jJ7’  •Stp“T"p  *•— ra^ 

^nde  aequatio  nofira  integratis  erit 

— i*  ' —«at  ■ ' • ‘ y 

fe 

cuius  di&reutiale  , fi  etiam  j»  pro  Yariabili  habea- 
tur,  cum  aequatione  ptopofita<com|»ratum  icbbit  vt' 
ante  /;j'r=Conft. 


Ceterum  cum  in  his  exemplis  variabiles  i 
vbique  eundem  dimeofionum  numerum  imp^nt , 
methodum  geuer^em ' hui usmodi  aequationes  tra^ndi 
exponam. 


■ ^Ptttle- 
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Probfema  3. 

• I.  Si  in  aequatione  dif^reotiali 

flhfdienes  P , QL(*R  fuerint  homogencM  ip&rrnn  X, 
y ct  z eiusdem  nuineri  dimenfiomira ; ein  ^iocegt»* 
tionem  , il  quidem  fu^c  realis , iouelUgare. 

V f.  Solutio. 

V-»' 

Sit .»  numerus  (Umeaiionum quas  ternae  "n- 
riabilcs  x ^ y et  z in  fiinaionibus  P , Q,,  R coq- 
ftituunt;  ac  pofito  x=pz  et  fiet 

p=2*Sj  Q=:tjrT  et  k=a!'¥  > 

ita  yt  iam  S , T , V futurae  fint  fbn&ioacs  biut» 
fum  tantum  Tariabilinin  p et  q.  Cum  iam  fit  . 

dx—pdz+zdp  et  dyz=qdx-V-xdq 
aequatio  nolira  haoc  ioddet  Ibrmam: 

rfe(^S-+*^T-f*V)-i“Saw/p*4-T*rff3Co  r 

frit  4S_4-  s4^-»-T4<_  ^ - " 

quae  aequatio  realis  e&  nequit , nlfi  formula  diff&* 

rentialis  binas  variabiles  P et  q iuuoluens 

per  fc  fuerit  integrabilis ; quod  eucniet  fi  fuent : 

. . . -S(J^)-^T(J5)=o. 

, ‘ D i ■ • ' Qttotie* 
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Quoties  ergo  hic  charafter  locum  habet , aoilra  ae- 
quatio erit  realis , eiusque  iutegralc  erit  ^ ^ 

■«bi  tantum  opus  eft  vt  loco  litterarum,  p tt  q t»- 
lorcs  aflumti  |-  et  ^ reftituaotur. 

C o r o 1 1.  I 

a 2.  Ita  ia  noAro  primo  exemplo  ( $.  la.) 
cum  Gt 

P=r/+aj  Q=:t-+-z;  R=ra:4-/  erit 
* S = i ; y—p-^q  et  ' ^ 

d g I ( q 1 )dp~i-  ( p-i-  • )dq  _ZTq  . 

cuius,  iategrale  cG  < : 

. lt^\J{pq-^p-\-q)^V{xy-\-xx-\-jz):=.C  - 

fcu  xy-^xz~^jzzz.C.  ) : ■ \ 


•Coro  11.  2. 


2 3.  Io  fecundo  cjKmplo  (§.  i3-) 

P = tf7— (Izzcz-axi  K—bx—cy  hinc  > 
- ■ Szzuq—b.i  .Xzzie-^api  S^bp—cq. 


£rgO  iaq~b'^dp^{e  — aP)dq  — q 

: 1 

hi  neque 

(aq-b)dp-\-[c—ap)dqz=.0 
et  intt  grando 

/ — /«iziA»  — C. 

^.‘t—ag  €•  — a«  . 


CoroU.  3. 
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C o r o 1 1. 


24.  In  tefdp  exemplo  ($.14-.)  fit 
$=??+?+ 1 i T^pp+p+i  i et  V=p'p+p1+Jt 
hincque  •••  ' 

dz  . dptttq-4-H-^r  ) ^dl(pp-*.p^  i)  — n 
T pPq-hpqq-t-PP-^Jp^-hli-hp-^-i  ■ 

qui  denominator  cft  —ip-^f-\'i){P9~^P~^f)( 
vnde  hacc  fraftio  refoluitur  in  has  dua»  ' ‘ 

' — — t dp\/l-t~f  P ' ) ' 

”*  P9-t-P-hJ 

tx  quo  integralc  a Ic^arithmis  ad  numeroe  perdar 
dum  oritur  • ' 

.....  ' 


Co  ro  1 1.  4-  ‘ 

I • . . 

25.  In  ekeropio  quarto  ( §.  1 7.' ) fit  • - ^ 

S=pp-^?HrX  } Tr=:— I » )V=9-p-+'p(g?-’pp)  , 

biucque 

d z t dp(pp — qq-h  ■ ) — dq  — q , ■ i 

I dq"^dp{pp'—(f<t-\-\\  \k 

Cum  ergo  latisfaciat  P ponatur  ^zzp-^i-f  fiet 
dr— a prdp—dp  i ct  inttgriado-i  ■ ■ 

b 3 ■ ' i» 
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ita  Tt  iotegcale  fic 

* i : t . • 

Scholion. 

i6.  Cum  igitur  acqiiatioQcs  di^rentialea  tres 
Ttfeiabiifs  ieiuoiumtea  < ouUaot  habeaat  difficultatem 
fibi  propriam  , quooiam  ^ruin  relqlutio , fiquidem 
fuerint  reales , femper  ad  aequationes  di&rentiales 
duarum  variabilium'  red^uci  potefi;  h*6c  aigum^tum 
flHids  non  prolbquor.  Quod  edim  ad  eiusmodi  ae- 
quationes difierentiales  trium  variabilium  attinet,  iA 
quibus  ipOi  diflercnti^ia  ad  plores  ^meofiooes  :dcea- 
dunt , vduti  eft  • j 

Vdx'~\-(^'^^z*-\-tSJx4jf~^,i^dxdz-^zV^dzzzo 

* • * *' 

de  iis  generatim  tenendum  e(l , nifi  per  radicis  ex- 
tradionem  ad  fofmdnl  • . • • t - 

^ Pv/ir  -f-  Q^dy  -^Kdz::so  ' ' 'i 

reduci  queant , eas  femper  ede  abfurdas.  Qndmoidd- 
cunque  enim  aequatio  integral»  elfee  corhparata,  cx 
ea  valor  ipfius  z ita  definiri  poflet , vt  z aequetur 
funAioni  binarum  variabilium  a:  et  j' , vnde  (oitt^ 
dz~pdx-\-qdy \ neqiw  had  Variiibiltt  vllo 

isoklo  a ft  penderent.  Hic  ergo  . valor  pdx-\-qdj^ 
loco  in  aequatione  diderentiali  lubftitutus , iti^ 
fatisfacere  deberet , vt  omnes  termini  fe  mutuo  de- 
ilruerent , quod«aUtem  fieri  non  poirtt,"fi'  cx*ae- 

J qua- 
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^■atloflis  refotat^e  iz  ita  defioiretor  , \t  diiferra- 
tialia  dx  et  dy  iignis  zadicalibus  effent  inooluta. 
Hinc  aequatio  illa  exempU  Jtoco  allata « cuip  per 
^refolution^m  det:  . 

- Jjcrr 

^realh  eiTe  nequit , nifi  radix  -extrahi  queat , hoc  eft 
jufi 'if^a  aequatio  in  fedom  formae  '« 

V dx  ~\-<l^dy  ? ' 

.refolui  podit.  Atque  etiamil  hoc  eueniat , et  hi 
dores  nihilo  aequales  (Intuantur,  tamen  aequatio  non 
erit  realis , nid  criterium  fupra  traditum  locum 
habeat.  Ex  his  perfpicuum  e(l , ne  eiusmodi  qui- 
dem aequationes,  quae  quatuor  pluresue  -variabiies 
inuoluant » plus  difficultatis  habere. 

• I 

Problema  4. 

’ s7. 'SI 'V  fit  fooftio  quaecunque  Mnarum  xa- 
•mbilium  X et  y , in  formula- autem  integrali  /Vahr 
quantitas  y pro  condante  fit  habita  , definire  huius 
formae  /Vdx  diferentiale , fi  praeter  ,x  etiam  y xa- 
-xiabUis  .alTumatur. 

I i - ^ < . 

' , 5olu  ti>o;  ' 

Ponatur  ifta  formula  integralis  /‘Vdx-ssZ  , 
critqoe  Z Ttique  .fon^io  ambarum  variabilium  x et  y, 
etiarofi  in  ip(a  integratione  y pro  conflante  habeatur. 
•-Eitidei»  autem  efl-,  fl-viohfim  4n  diflcrentiacitMie  y 
«ottfcns  fumatur^  fore  #23 V«fa;  i ^ate  fi  etianv^ 
’ - - . »1  , ■ V'-;  . . ..vari» 

..  :i  - 
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▼ariabilis  (lataitur  , ' diflTereatiale  ipQus 
Jiniusmodi  habebit  formam ; - < 

dT.  — Sdx-^-^dy 

et  quaeftio  huc  redit,  vt  ifta  quantitas  'detCTml- 
netur.  Quia  autem  forma  V</ar-+-Q<(y  eft  verum 
diffcrentiale , heceflfe  eft  fit  (35)— (^)  i hlncque 
dx(^^)-dx{^^) : At  dx{^  eft  diffiirentialc  ipfius  Q, 
fi  y pro  coaftante  habeatur ; vnde  Q reperietur  fi 
formula  dx('^^)  ita  integretur,  vtj'  tanquam  con- 
flans tradetur,  feu  erit  Qpfdx{^).  Quocirca  for- 
iTiulae  2,-jVdx  difierentiale  cJt  variabilitate  vtrius- 
que  X et  y oriundum  erit 

dZ=Vdx  + dy.fdx[^^^). 

Coroll.  I. 

fti.  Quoniam  V eft  fundio  ipfarum  x et  j' , 
fi  ponatur  <^V  = R</jc-f-S<0',  erit  S = (^)j 
vnde  fit 

dZ  z=:d.fW  dx  ^Vdx-\-dyfS  dx 

icilicet  in  formulae  f Sdx  integratione  , perinde  ac 
formuhe /V</ a:  fola;  quantitas  :jr  pro  variabili  eft 
.habenda.  t r/.  1 

, Coroll.  2. 

r'*  • % 

ap.  Si  V fuesit  fundio  homogenea  ipfarum 
X tt  y exiftente  numero  dim-^nfionum  pofito 

dWz.Kdx-\-Sdy  erit  Rjr+S/:::«V,  ideoque  S-y  - ^ 

hinc 
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hinc  fSdx—^fVdx-^yfKxdx.  Atobjr  conflans  eft 
RV  A- </ V ^ hinc  fH.xdx=:fxdW=.'Wx—f\dx  , 
idcoquc  fSdx=z”-^fVdx-'^  , et 
.dZ=d.f  Wdxz^  Mdx-  fVdx. 

Coro  11.  5. 

•30.  Idem  facilius  inuenitur  ex  confiderationc 
■quod  funtflio  7.z:^fydx  futura  flt  homogenea  n+i 
dimcnfionum,  quare  pofito  dZ~V dx-\-(^dy  ■,  erit 
VA+Q:y  = («-l-i)Z;  ideoque  ^ , 

^ ante. 

Scholion. 

^i.  Problemate  iam  ante , et  in  praecedente 
iquidem  libro  fum  ‘vfus  , neque  tamen  abs  re  fore 
putaui  , fi  id  data  opera  hic  tradLirem , quandoqui- 
dem hic  liber  in  fiiniflionibus  binarum  pluriumue 
Tariabiliuin  occupatur.  Praecipuum  autem  negotium 
non  in  eiusmcxli  aequationibus  diSerentialibus , qua- 
les in  hoc  .capite  integrare  ■docui  , "verfatur  , quod 
quidem  breui  elTet  abfolutum,  fed  cum  differentiatio 
fundtionis  binarum  variabilium  x et  ^ duplices  fbr- 
mulas  et  { — ) fuppeditet , exiflente  V huius- 
modi  funftione  , hoc  loco  eiusmodi  quaefliones  po- 
tiilimum  contemplabimur  , quibus  talis  fundiio  V ex 
data  quacunque  relatione  harum  duarum  fbrmula- 
rum  et  (^)  efl  definienda.  Relatio  autem 
hacc  per  aequationem  inter  iftas  formulas  et  binas 
variabiles  x et  y,  quam  ttiam  ipfa  fundio  quaefita  V 
ingredi  poteft  , exprimitur  , ex  cuius  aequationis  in- 
Fol.  IIL  E dole 
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dole  diuifio  tradlationis  erit  petenda.  Problema  fci- 
licct  generale  , in  quo  foluendo  illa  feftio  efl  occu- 
pata, ita  fc  habet,  vt  ea -binarum  variabilium  .v  ct_y 
funtflio  V inueniatur,  quae  fatibhiciat  aequationi  cui- 
cunque inter  quantitates  j,  V,  {^)  et  (^) 
propofitac.  Quodfi  in  hanc  aequationem  altera  tantum 
binarum  formularum  diflfcrentialiuin  [—)  vcl(^)  in- 
grediatur , refolutio  non  ell  difficilis , atque  ad  ca- 
fum  aequationum  differentialium  duas  tantum  varia- 
biles inuoluentium  reducitur ; quando  autem  ambae 
illae  formulae  in  aequatione  propofita  infunt , quae- 
(lio  multo  magis  efl  ardua  ac  faepe  numero  ne 
rcfolui  quidem  potefl  , ctiamfi  rclolutio  aequatio- 
num diffcrcntialinrn  duas  tantum  variabiles  complc- 
ilcntium  admittatur  : in  hoc  enim  negotio  , quoties 
rcfolutionem  ad  integrationem  aequationum  differen- 
tialium  inter  duas  variabiles  reducere  licet , proble- 
ma pro  refoluto  erit  habendum.  Cum  igitur  ex 
aequatione  propofita  formula  (^)  aequetur  fun<5lioni 
Vtcunque  ex  quantitatibus  .v  , ^ , V et  confla- 
tae, ex  indole  huius  fundionis , prout  fuerit  fim- 
plicior  , et  vel  fblam  formulam  {^)  vel  praeter 
eam  vnicam  ex  reliquis  , vel  etiam  binas  vel  adeo 
omnes  comprehendat,  tradationem  fequentem  diflri- 
buemus.  Hoc  enim  ordine  feruato  facillime  appare- 
bit , quantum  adhuc  praedare  liceat  , et  quantum 
adhuc  dcfideretur.  Praeterea  vero  nonnulla  fubfidia 
circa  transformationem  binarum  formularum  differen- 
tialium  ad  alias  variabiles  exponenda  occurrent. 

Diuifio 
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Diuifio  huius  Se£honis. 

32.  Quo  partes  , quas  in  hac  fe^lione  pertra- 
Aari  conuenit  , clarius  confpediui  exponantur  , quo- 
niam hae  quaeftiones  circa  fundiones  binarum  varia- 
' bilium  verfantur  , fint  x ct  y binae  variabiles  , et  z 
earum  fundio  ex  data  quadam  differentialium  rela- 
tione definienda,  ita  vt  aequatio- finita  inter  x^y 
et  z requiratur.  Ponamus  autem  dz~pdx-\-qdy  ^ 
ita  vt  fit  recepto  fignandi  modo  p-{j^)ct  q~{j-y), 
atque  ideo  p ct  q fint  formulae  difierentiales , quae 
in  relationem  propofitam  ingrediantur.  In  genere 
ergo  relatio  ifia  erit  aequatio  quaecunque  inter  quan- 
titates p i q i X , y et  z propofita  , atque  haec  fe- 
ifiio  perfedfe  abfolueretur  , fi  methodus  confiaret,  ex 
data  aequatione  quacunque  inter  has  quantitates  p^ 
q ^ X f y et  z eruendi  aequationem  inter  x^y  et 
quod  autem  cura  in  genere  ne  pro  funAionibus  qui- 
dem vnicae  variabilis  praeftari  poflit , multo  minus 
hic  cfi  expedlandum , ex  quo  eos  cafus  tantum  cuolui 
conuenict , qui  refolutioncm  admittant.  Primo  autem 
refolutio  fuccedit , fi  in  aequatione  propofita  altera 
formularum  dificrentialium  p vel  q plane  defit , ita 
vt  aequatio  vel  inter  p,x^y  et  z vel  inter  q^x^y 
et  z proponatur.  Deinde  aequationes , quae  folas 
binas  formulas  difierentiales  p tt  q continent  , ita  vt 
altera  debeat  efle  funftio  quaecunque  alterius  , com- 
mode refoluere  licet.  Tum  igitur  fcqucntur  aequa-t 
tiones,  quae  praeter  p et  q vnicam  quantitatum  fini- 
tarum X vel  y vel  z comple<5tantur  , ex  quo  genere 
Ili...,'  E * cuius- 
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cuiusmodi  cafus  refolui  queant  videamus.  Ordo  porro 
poQul.1t , vt  ad  aequationes  , quae  praeter  binas  for- 
mulis diOerentiales  p tt  q infuper  binas  quantitatum 
finitarum  vel  x et  ^ , vel  * ct  z , vel  et  z , in- 
voluunt , progrediamur ; ac  denique  de  refolutione 
aequationum  omnes  litteras  p , q,  x , y ct  z impli- 
cantium , agemus , fubfidia  transformationis  deinceps 
expofituri. 


CAPVT  II. 
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RESOLVTKDNE  AEQVATIOMVM 

QVIBVS  ALTER A^  FORMVLA  DlFFEREN- 
TIALIS  PER  QVANTITATES  FINITAS 
VTCVNQVE  DATVR, 


Problema  4. 


33- 

Inueftigare  indolem  funftionis  z binarum  variabi- 
lium a:  etj',  vt  formula  diflcrcntialis. 
fit  quantitas  conflans  =:<7. 

Solutio. 

i 

Pofito  ergo  dzrz-pdx-irqdy  ^ ea-fundionis  % 
indoies  quaeritur  vt  fit  , feu  dz=adx-^qdy  ; 

ad  quam  inuenieodam  fumatur  y pro  conflante,  erit ' 
dx^iadx  , et  integrando  2 = ax-i-Gonft.  vbi  notari 
oportet  hanc  conflantem  vtcunque  inuoluere  pofle 
quantitatem  y.  Quare  vt  foiutionem  generalem  mc- 
hibeamus  erit  z^ax^f:y,  denotante /;j'  funilio- 
nem  quamcunque  ipfius  y , quae  per  fe  nullo  modo 
determinatur  , fcd  penitus  ab  arbitrio  nollro  pendet. 

E 3 


Digitized  by  Google 


3* 


C A P V T II. 


Quod  etiam  difierentiatio  Ticiflim  declarat , (I  enim 
huius  funftionis  / :j'  difiercntiale  per  dyf'’.y  indice- 
mus, erit  vtique  ideoque  (j-j)— 

prorfus  vti  quaefiio  poftulat ; vnde  patet  hoc  cafu 
alteram  formulam  difierentialem  q—.{~)  , fundbioni 
folius  y aequari , cum  fit  qzz[^). 

Coroll.  I. 

34.  Si  ergo  eiusmodi  quaeratur  funtflio  2 bi- 
narum -variabilium  x et  y ^ yt  fit  (j-5)::=a,  erit 
K^izzax-^-fiy  , et  altera  formula  diflferentialis  (^) 
necefiario  aequatur  funftioni  ipfius^  tantum. 

Coroll.  2. 

35.  Si  talis  requiratur  fundio,  Tt  fit 

ea  necefiario  erit  fundio  ipfius  y tantum , feu  quan- 
titatem X plane  non  inuoluet ; cum  enim  a varia- 
tione ipfius  X nullam  mutationem  pati  debeat,  haec 
quantitas  x quoque  in  eius  determinationem  plane 
non  ingredietur. 

Coroll.  3. 

3<J.  Hinc  etiam  patet  aequationem  diflferen- 
tialcm  dz—adx-\-qdy  rcalem  effe  non  pofie,  nifi  7 
fit  fundio  ipfius  y tantum ; quod  etiam  charader 
fupra  expofitus  declarat  , aequatione  enim  ad  hanc 
formam  adx-\-qdy —dz~o  reduda  , ob  Pzra  , 
et  Rr-i  erit  M=o,et  N=-(  J|); 

ideo- 
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ideoque  rcalitas  poftulat  vt  fit  At 

per  hypothcfin  q noa  pendet  a a,  vnde  ob  (^)-o; 
erit  (^)z=o  , ideoque  etiam  9 ab  x non  pendet 

Scholion  i. 

37.  £x  allatis  fatis  patet  hanc  operationem , 
qua  fund.onem  z determioauimus  veram  efle  inte» 
grationem , qua  vti  in  vulgaribus  integrationibus  ali- 
quid indeterminati  introducitur.  Hic  fcilicet  ingrefla 
cfi  fundlio  quaecunque  ipfius  y , cuius  indoles  per  (e 
nullo  modo  determinatur  ^ eam  quoque  ita  concipere 
licet , vt  defcripta  curua  quacunque , fi  eius  abfeiflae 
per  y indicentur , applicatae  exhibeant  eiusmodi  fun- 
«flionem  ipfius  Neque  vero  opus  eft  , vt  haec 
curua  fit  regularis  et  aequatione  quapiam  contenta  ; 
fed  curua  quaecunque  libero  manus  dudlu  deferipta 
eundem  praedat  effeidum  , etiamfi  fit  maxime  irre- 
gularis , et  ex  pluribus  partibus  diuerfarum  curua- 
rum  conflata.  Huiusmodi  fundliones  irregulares  ap- 
pellare licet  diicontinuas  feu  nexu  continuitatis  dedi- 
tutas ; vnde  hoc  imprimis  notatu  dignum  occurrit , 
quod  cum  prioris  generis  integrationes  alias  fundlio- 
nes  praeter  continuas  non  admittant  , hic  etiam 
funftiones  difeontinuae  calculo  fubiiciantur  , quod 
pluribus  infignibus  Geometris  adeo  calculi  principiis 
aduerfari  ed  vifum.  Verum  integrationum  in  hoc 
fecundo  libro  tradendarum  vis  praecipua  in  eo  confi- 
fiit,  quod  etiam  funidionum  difeontinuarum  fint  ca- 
paces 
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paces ; ex  quo  per  hunc  quafi  nouum  calculum 
fiiics  Analyfcos  maxime  proferri  funt  cenfendi. 

Scholion  2. 

38.  Quemadmodum  deinde  in  vulgaribus  integra-  ' 

rionibus  conflans  arbitraria  ingrelTa  , (emper  ex  indole  I 

problematis,  cuius  folutio  eo  perduxerat,  determinatur,  \ 

ita  etiam  hic  natura  problematis,  cuius  folutio  hu*  i 

iusmodi  integratione  ablbluitur,  femper  indolem  fun-  ‘ 

ilionis  arbitrariae  per  integrationem  ingreffae  de-  -j 

terminabit.  Ita  fi  cordae  tenfae  figura  quaecuuque 
inducatur  , eaque  fubito  dimittatur  , vt  ofcillationes 
peragat  , ope  principiorum  mechanicorum  ad  quod- 
vis tempus  figura  , quam  corda  tum  fit  habitura  , 
definiri  potefl , hocque  fit  eiusmodi  integratione , 
qua  funtflio  quaedam  arbitraria  introducitur ; quam 
autem  deinceps  ita  determinari  conuenit , vt  pro 
ipfo  motus  initio  ipfa  illa  figura  cordae  induda 
prodeat ; et  cum  folutio  debeat  cfle  generalis , vt 
fatisfaciat  figurae  cuicunque  initiali  , necefle  eft  vt 
etiam  ad  eos  cafus  pateat  , quibus  cordae  initio  fi- 
gura irregularis  nullo  continuitatis  nexu  praedita  in- 
elucatur  , quod  fieri  non  pofTet , nifi  per  integratio- 
nem eiusmodi  fundio  arbitrio  nofiro  relida  ingre- 
deretur , quam  etiam  ad  figuras  irregulares  adaptare 
-liceret.  Muiusmodi  fiindiones  arbitrarias , prouti 
hic  feci,  eiusmodi  fignandi  modo  f:y  indicabo, 
vnde  cauendum  erit  ne  littera  / pro  quantitate  ha- 
beatur, quocirca  ipfi  c$km  fufiigere  vifum  eft.  Simili 

modo 
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modo  in  (equcntibus  haec  fcriptio  f'{x-\-y)  denota- 
bit funftioncm  arbitrariam  quantitatis  x-\ry‘i  ac  \bi 
plures  tales  functiones  in  calculum  ingredientur  , 
praeter  litteram  f etiam  his  characteribus  4>>  4'»  ^ cic- 
cum fimiii  fignificatione  ytar. 

Problema  5. 

39.  Inueftigare  indolem  funCtionis  z binarum 
variabilium  x et^,vt  formula  differcntialis 
aequalis  fiat  funCtioni  datae  ipfius  x , quae  fit  X , 
ita  vt  fit  p—X. 

Solutio. 

Pofito  dz—pdx-^  qdy  ob  pzzX  erit 
dz7^Xdx-\-qdy  \ quia  iam  huius  differcntialis  pars 
Xdx  eft  data, ad  integrale  inucniendum  accipiatur^ 
confians , ct  cum  fit  dz  — Xdx^  erit  integrando 
— /X</a:-|-Conft.  quae  confians  cum  etiam  quan- 
titatem y ytcunque  implicare  pofiit,  pro  ea  aflumere 
licebit  functionem  quamcunque  arbitrariam  ipfius  y , 
pritque  ergo  integrale  quaefitum  z—JXdx-\-f:yf 
quae  per  differentiationem  praebet  </ a; zrXrfA* +<///''; j', 
ita  Yt  fit  q—f‘.yy  atque  (||)rz:X  plane,  yt  rci- 
quircbatur, 

Coroll.  I. 

+0.  Aequationis  ergo  {^)— X,  exiftente  z 
fiinCtione  duarum  variabilium  x et  y^  integrale  eft 
z~jX<ix-\-f:y  ybi  d)  X datum, formula  integra- 
ro/. Ill  F li» 
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lis  fXdx  datam  fundiooem  ipfius  x denotat;  quan- 
doquidem confians  hac  integratione  ingrei&  in  fun-  - 
rtione  arbitraria  f : j comprehendi  poteft. 

Coro  II.  2. 

41.  Hinc  ftquitur  aequationem  dififerentialem 
dz^Xdx-irqdy  realem  efle  non  pofle  , nifi  q Ct 
fundio  ipfius  y ; quod  quidem  cum  hac  limitatione 
eft  intelligcnJum,  nifi  ^ etiam  iniiol nat  quantitatem 
quem  cafum  autem  hinc  remonemus. 

Scholion. 

42.  Si  enim  q etiam  a z pendere  queat,  ae* 
quatio  dzz:yidx-\-qdy  realis  erit  , fi  q fuerit  fun- 
^io  quaccunque  binarum  quantitatum  «-/Xrfx  et  j»; 
id  quod  hinc  fecillime  patet  fi  ponatur  a-/" X</a:z:», 
ita  yt  iam  q futura  fit  funftio  binarum  quantita- 
tum u et  y.  Tum  enim  aequatio  differcntialis,  quae 
fit  du—qdy  , duas  tantum  continet  variabiles  u otj-, 
•ideoque  certo  efi  realis ; et  quomodocunque  eius  in- 
tegrale  fe  habeat , inde  femper  u aequabitur  certae 
fundioni  ipfius  , vnde  fit  u^z—fXdx—f:y^ 
pTorfus  Yt  ante.  Quoties  ergo  efle  debet  (^):=X, 
etiam  ne  hocquidem  cafu  excepto,^  quo  forte  q iplam 
quantitatem  z implicat , integrale  erit 

z=fXdx+f:y , 

«eque  vnquam  alia  folutio  locum  habere  poteft.' 
£rit  ergo  hoc  integrale  completum,  propterea  quod 

fiin- 
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funAionem  arbitrariam  inuoluit  , id  quod  pro  cer- 
tiffimo  criterio  integralis  completi  eft  habendum. 
Hic  igitur  ad  integrale  completum  requiritur , vt 
non  tam  conftans  quaedam  arbitraria , fed  fuuAio 
adeo  variabilis  arbitraria  ingrediatur ; ita  fi  quis  pro 
cafu  (j2)— «a-A'  exhibeat  hoc  integrale 

etc.  • 

id  tantum  erit  particulare  , etiamfi  plurcs  conftan- 
*tes  arbitrarias  A , JB  , C etc.  ac  fortafle  infinitas 
compleAatur ; verum  enim  integrale  completum 

z ==.  \ a X* f\ y 

infinite  latius  patet ; id  quod  ad  fcqucntia  rcAe  in- 
telligenda  probe  notari  oportet.  Occurrent  autem 
vtique  cafus  , quibus  ob  defcAum  methodi  integrale 
completum  inuefiigandi , integralibus  particularibus 
contenti  elTe  debemus , quae  etiamfi  adeo  infinitas 
conflantes  arbitrarias  comprehendant , tamen  pro  fo- 
lutionibus  particularibus  tantum  funt  habenda.  Hanc 
obferiiationem  in  iequentibus  perpetuo  racminifle 
oportet  , ne  circa  integralia  particularia  et  completa 
vnquam  decipiamur. 

Problema  6. 

43.  Si  z debeat  efle  eiusmodi  funAio  binarum 
variabilium  x et/,  vt  formula  differentialis  P 
aequetur  funAioni  cuipiam  datae  ipfarum  a:  et  j' , 
definire  in  genere  indolem  fiinAionis  quaefitae  z. 

¥2  Solutio. 
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Solutio. 

Sit  V fundio  ifta  data  ipfarum  x tt  y , cni 
Ibrmula  differentiali»  aequalis  efte  debet , ac 

pofito  dz~pd x-yqdy  requiritur  vt  fit  p—V.  lam 
ad  formam  fundtionis  z inueniendam  confideretur 
quantitas  y tanquam  conflans,  eritque  dz:zzVdx. 
Integretur  igitur  formula  fWdx  fpcAata  fola  x vt 
variabili  , quia  y pro  conflante  fumitur  , ita  vt  in 
hac  formula  vnica  infit  variabilis  x , ideoque  eius^ 
integratio  nulli  obnoxia  fit  difficultati  ^ id  tantum 
cfl  tenendum  , conflantem  integratione  ingrefFam  vt- 
cunque  inuoluere  pofle  alteram  quantitatem  y , fic- 
que  pro  funftione  quacfita  z haec  habebitur  ex- 
pr  effio ; 

z—fWdX’\-f\y 

integrall  / Vt/x  ita  fumto  , quafi  quantitas  y cflci 
conflans  folaque  X variabilis  ; f^y  denotat  fim- 
dlionem  quamcunque  arbitrariam  ipfius  y ne  exclufis 
quidem  formis  difcontinuis , quae  nullis  expreffioni- 
bus  analyticis  exhiberi  queant,  atque  ob  hanc  ipfam 
funiHrionem  arbitrariam  integratio  pro  completa  eft 
habenda. 

C o r o 1 1.  t, 

44-.  Cum  V fit  funiflio  data  ipfarum  x et^, 
Ibrmula  integralis  /V</x  erit  etiam  fundio  cognita 
et  determinata  earundem  quantitatum  x et  y , quod 
enim  per  integrationem  arbitrarii  ingreditur  , in  al- 
tera parte  / \y  comprehenditur. 

CorolL  a. 
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C o r o 1 1.  2. 

, +5.  Hinc  etiam  diflferentialis  dz  altera  pan 

qdy  , cx  variabilitatc  ipfius  y oriunda  definitur. 
Nam  per  ( 27.)  eft- formae  fVdx  differentiale  ex 
Ttraque  -variabili  x et  y ortum  : 

Vdx-^dyfdx{^^^) 

ac  fi  fundionis  f:y  differentiale  indicetur  per  dyf‘,y 
erit 

dzzz.V  dx-\-dyfdx[^-^~dyf'\y. 

C O r O 1 1.  5. 

4^.  Cum  ergo  pofuerimus  dz—pdx-\^qdy  , 
fitque  /;rr.V  erit 

vbi  ob  V funftionem  datam  ipfarum  x tt  y ^ etiam 
( ^ ) erit  funiaio  data,  et  in  integratione  fdx[^^)  fola  x . 
pro  -variabili  habetur. 

Exemplum  i. 

47.  Qmeratur  eiumodi  funSio  x ipfarum  x r/  y,  ‘ 

Ob  ndx^y{xx-\-yy)i 

ideoque  habemus 

zzzl/  {xx-\-yy)-\-fxy 

^ F 3 Tnde 
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▼nde  fit 

• ( ^ ) — ? “ -+-f’  y > • 

id  quod  etiam  per  regulam  datam  prodit.  Erh  eoini 


dV 


-xy 


{xx-\-yy'f  , 

hinc  fumta  y confiante 

dM ^ xdx  y 

dy^~'~^^  A y{xx-{-yy)' 

(.VA-+-xy) 

Exemplum  2. 

48.  Quaeratur  eiusmodi  funUio  % ipfarumxet  jy 

Cum  fit  erit 

jy  dx  —y  Ang.  fiii.  ~ , 
hlncque 

2 =:yAng.  fin.| -f-Zrj' 

cuius  differentiale  e*  ipfius  y -variabilitate  oriun- 
dum , fi  defideremus , ob 

, dV ^ —XX 
( X ) = : «'• 

• ,rfV,  , xxdx  r r 

) — ~f  ' j —f V(  vy-xx)~'^'^'^  i 

(.yy-xxf  (yy-xxf  i 

ideo- 
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ideoque 

Idem  reperitur  ex  dificrentiatioae  cxpreHionis  pro  x 
iauentae : 

dz-dyAti^^Vi*-  + 
ynde  pro  ? = idem  valor  prodit. 

Exemplum 

49-  Qmeratur  eiumodi  fur^  z igdrm  x et  ft 
vt  Ut  (— ) =: , - 

\cLxi  — y[aa—yy  — xxi' 

Ob  V- 


erit 


V ( 0 a — yy  — xx  ) 

fVdx=:aAnz.{ia.jT^ , 

• O y ^aa—jj ) 

"vnde  fundionis  z forma  quaefita  cft 

«rrflAng.fin.—— JL — - -4- 
® V(a«  — 

Deinde  quia 

j rfV  • af 


r= 


— ; , ent 

( a fl — XX)' 


</V  dx 


- 


ideoque 

li^]zza:=., S.*2 

\dyi  “ (as— ^jt)V («a— » — xxi 

quae 
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quae  eadem  cxprelfio  etiam  ex  ipfa  difftrentiationc 
ipfius  z eruitur. 

Scholion  i. 

50.  In  hoc  calculo  tamen  adhuc  quaedam  iii- 
certitudo  relinquitur  , qua  valor  quantitatis  q affici- 
tur. Cum  enim  valor  ipfius  z—jydx-\-f’.y  fit 
determinatus,  quandotiuidem  integralc /Vt/x  refpedlu 
ipfius  X ita  fuerit  determinatum,  vt  pro  dato  ipfius  a* 
valore  etiam  datum  valorem  obtineat;  adeoque  in 
eius  difiercntiali  pleno  nulla  incertitudo  ineffe  potert, 
fed  neceffe  eft  , vt  valor  ipfius  q aeque  prodeat  de- 
terminatus atque  ipfius  p , inierim  tamen  formula 
integralis  r.on  determinatur,  fed  nou  a m ar- 

bitrariam a priori  non  pendentem  introducere  vide- 
tur. Vt  igitur  talis  fignificatus  vagus  euitetur , 
fpedlari  oportet  conditionem,  qua  integrale  f\dx  de. 
terminatur,  cademque  conditio  in  formulae  fdx{^) 
integratione  adhiberi  debet.  Nam  ponamus  integra- 
le fWdx  ita  capi  vt  euancfcat  pofito  xzza  , fitque 
cius  valor  determinatus  JWdxzzSy  isque  igitur 
potentia  faltem  habebit  fatflorem  a—x  fcu  a"— a"  ; 
qui  cum  non  contineat  y , etiam  (^)  ^ndem  fit- 

Aorem  continebit  ideoque  (55)  cuanefeet  pofito  x~a. 
Eft  vero  ex  quo  pcrfpicitur , fi 

integrale  fVdx  ita  capiatur  vt  euanefeat  pofito  Atia, 
etiam  alterum  integrale  fdx{^^)  ita  capi  debere,  vt 
euanefeat  pofito  xz=:a.  In  allatis  binis  poftremis 
exemplis  , vtraque  integratio  ita  eft  inftituta  , vt 

euane- 
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cflanercat  pofito  xzzo^  in  primo  autem  nulla  huin»> 
modi  regula  cft  obfcruata;  fini  autem  eandem  legem 
adhibeamus,  habebimus 

fVdx-y{xx+y}yj'  ,-i  , 

vnde  quidem  eadem  folutio  emergit  { qiiia  ibi  —y 
continetur  in  fiy  et  hic  —i  in  f ’.y.  Periode 
autem  cft  quacunque  lege  prior  integratio  determi- 
netur , dummodo  eadem  1^  et  ifl  pofteriori  vta- 
mur.  ' 

Scholion  2. 

51.  Principium  huius  determinationis  ifto  in- 
nititur Theoremate  aeque  elegante  ac  notata  digno: 

Si  S Ai  eiusmodi  funSio  binarum  vauabUium 
% ft  J quae  euanefeat  pofito  x=a,  fueritque 

d S = P d X -h  Q.d  y , 

sum  etiam  quantitas  Q^euanejcet  poAto  xrra.  , 

Vnde  fimol  colligatur , fi  S euanefeat  pofito 
y~b  y tum  etiam  fieri  P=o  fi  ponatur  y = 
Hic  autem  probe  djferuandum  eft,  quae  de  fimili 
determioatiooe  Wnarum  formularum  integralium /"Vi/j: 
et  fdx{j^)  funt  praecq)ta,  tantum  ^\alerci  fi  valor  ^ 
ipfi  Jf  tribuendus  fuerit  conftans;  neque  etiam  fupe- 
rius  Theorema  locum  habet,  fi  verbi  gratia  fon- 
&io  S euanefeat  pofito  x — y,  inde  enim  neutiquam 
fequitur  eodem  cafu  quantitatem  efle  euanituram. 
Etiamfi  enim  funftio  S fetorem  habeat  x—y  vel 
yoi,  IIL  G 
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minime  fec^oitur  formulam  (J^)  fea  Q eun- 
dem faiftorcm  efle  habituram  , quemadmodum  tfu 
venit,  fi  fador  fuerit  x~a  fcu  x'— Dixi  autem 
non  opus  efle  , vt  talis  feftor  reuera  adfit , dum  ^ 
modo  quafl  potentia  in  fuuftione  S contineatur. 
Veluti  fi  fuerit 

S—a'~x-^y--V{aa-xx-\-yj) , 

quae  funftio  pofito  vtique  euanefeit , etiamfi 

neque  fadorem  x—a  neque  x"— fl"  contineat;  fimul 
vero  etiam  (^3)=  » - y(a,--/.:w) 
euanefeit.  In  huiusmodi  ergo  calculo  , quo  in  his 
problematibus  vtimur,  ■vbi  integrale  formulae  fVdx 
exhiberi  debet , id  femper  ex  duabus  partibus  com- 
pofitum  fpcd:amus , altera  indeterminata  per  fun&io- 
nem  f‘y  indicata,  altera  autem,  quam  proprie 
per  fV dx  exprimimus  determinata , quae  fcilicet  po- 
fito x~a  euanefeat;  hicque  femper  perinde  eft  qua- 
lis conflans  pro  a aflumatur , dum  diforimen  perpe- 
tuo alteri  pard  indeterminatae  inuoluitur. 

Problema  y. 

Si.  Si  z debeat  ita  determinari  per  binas  va- 
riabiles x*ct  f vt  formula  diflerentialis  (^)=P 
quetur  datae  cuipiam  fundioni  ipfarum  y et  z,  quae 
'fit'Y  , definire  in  geuere  indolem  fundlionis  z per 
X et  y. 

I 

, Solutio. 


I 
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Solutio. 

Cum  polito  dzzipdx~\-qdy , fit  p—V , fi 
quantitatem  y pro  conllaate  capiamus,  erit  dzzVdx^ 
Ybi  cum  V fit  funftio  data  ipfarum  j'  et  « et 
pro  conflante  habeatur  aequatio  ^rit  iute- 

grabiiis,  ex  cuius  integratione  completa  oritur 

qua  aequatione  relatio  inter  ternas  yariabiles  x , y 
et  z ita  in  genere  exprimitur  , Yt.  ex  ea  x per  jc 
et  y 'defloiri , indolesque  fundionis  z aflignari  pofiit. 

Quodfi  hinc  alteram  quoque  diflerentialis  par- 
tem qdy  feu  fundionem  9 = indagare  velimus, 
ponamus  integrale  /^  , vbi  ^ vt  cooltens  fpedatur, 
ita  capi  vt  euanefcat  polito  cr=c,  eritque  quanti- 
tatem denuo  difierentiando  vt  etiam  y variabilis 
afiumatur : - 

= V*  - ( 53  ) 

vbi  in  integrali  quantitas  y iterum  pro 

conflante  habetur  , hocque  integrale  ita  capi  de^t, 
vt  pofito  z~c  euanefcat.  Quo  fado  cum  aequatio- 
nis'inuentac  di£fcrcntiale  fit : 

G a 
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pro  forma  propofita  habebimus: 
rude  quautitas  q innotefcit. 

% Coro II.  I. 

53.  Iti  hoc  problemate  fecillime  definitur , 
qualis  flindtio  quantitas  x futura  fit  binarum  reli- 
quarum et  z,  cum  fit 

fiquidem  V per  et  z detur.  Perinde  autem  eft 
fiue  z per  a:  et  , fiue  x per  y et  z determinetur. 

CoroII.  2. 

54.  Cum  relatio  inter  ternas  variabiles  x,j 
et  z ita  fit  determinata  , \t  fiat  (^)zi:V  fun&ioni 
datae  ipfarum  y et  z , ob  dx:zz^  ^ fumto  y ccra- 
fiante  , erit  x eiusmodi  fundtio  ipfarum  y tt  z vt 
fit  (H)  = v»  ideoque 

Scholion. 

55.  In  genere  autem  quaecunque  relatio  inter 
ternas  variabiles  x ^y  et  z proponatur , vnde  vna- 
quaeque  per  binas  reliquas  determinari  et  tanquam  earun-  ' 
dem  fundio  fpeftari  poffit;  (emper  erit  )-(|£)=:  i. 
Ponamus  enim  aequatione  illam  relationem  expri- 
mente differentiata  prodire 

P </ z -f- -h  R </z  = o i 
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tc  ratnif^m  eft  famt*  / pro  conftante  &re 
P</jr-h  Kdz  — o, 

idcoque  tam  (^)=^  q,uara  (3-*)  = ^<  fimiU 
autem  modo  erit: 


(H)=^  i (n)=^' 


Tude  propolltum  patet,  etiamli  relatio  inter  plores 
tribus  yariabiles  locum  habeat  Ceterum  hic  cafusa 


praecedeutibus  dififert,  quod  hic  natura  fundionls  2, 
quatenns  ex  binis  reliquis  x j firmatur,  aon  ev 
j^icite  exhibeatur  , fed  per  refdutionem  demum  aer 
quationis  ioueotae  definiri  debet,  cuius  rei  aliquof 
exempla  cuoluifle  iuuabic.  ^ 


Exemplum  t. 

k6.  Quaeratur  eiusmodi  JmSiozipfarum  x et 

Cum  ergo  fit  dz:=:^  4-f  ^ f FO  con- 
flante fumendo  * ' ' - - 

zdz^jdx  et  \zz  — xy-trfty-  . 

Pro  q inueniendo  difertntietur  haec  aequatio  $ene- 

ratiter  , , 

zdz~ydx-^xdy^dyf':y  . . 

critque  . . . r 

quod  idem  per  regulam  datam  repentur.  Nam  ob 
\ erit  / — rc  — integrali  ita  furato  >t* eua- 

G 3 neftat 
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nefcat  polito  «=o;  ram  Tcro  erit 

/d  g t dV  \ rzdz  ^ z * 

VV  ^ ay  ' J yy  — tyy 

eadem  integrationis  lege  obferuata.  Hinc  fit 

quae  exprefiio  cum  praecedente  conuenit , ex  com- 
pratione  enim  fit 

Tude  X aequatur  vt  ante  quantitati  ^ ma  cum 
fundione  ipfiusj'.  Hoc  tantum  notetur,  quod  ad 
confenfum  perfedum  hic  pro  fijr  fcriberc  debuiflfe- 
inus  jf:j. 

Exemplum  2. 

57.  Qmeratur  eiusmodi  ftmQio  z Unarum  ma~ 
ridbtHum  x et  J t vt  fa 

Cum  ergo  fit 

dz  = i*:Ll3Js=**l  ^qdy, 
fuitita  y confiante  fit 

dx—  , et  integrando 

x—y-y{yy-zz)-fxy, 

Tnde  vicifiim  diSerentiando  oritur  , 

^z=dy-’:f^*J^,-d,f'-.y  fm 
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Per  regulam  autem  datam  cb  , eft 

f^y—j-Viyy—zz)  integrali  ita  fumto  , Yt  euane-’ 
icat  polito  z — o.  Jam  Tero  eft 


w,  y I 

^dy^~zViyy-zz)  VV  Vj- 


hinc 


\ y 1 

' wldjf/  i{yy—^*)  * 

integrali  eadem  lege  fumto.  Quocirca  colligitur 

A-  -1+/:/)=  i - 

prorfus  Tt  ante. 


Problema  8. 

< 

58.  Si  « ita  debeat  determinari  per  binas  Ta- 
riabilcs  ;c  et  / , vt  formula  diflerentiali*  ( ) — p 
aequetur  llinAioni  cuipiam  datae  iplarum  a*  et  2 , 
quae  fit  =V  definire  in  genere  indolem  fundionisat 

per  X tt  y. 

Solutio. 

Ponatur  dz—pdx-\-qdy , et  cum  fit  p=V  , 
fumatur  quantitas  conflans,  eritque  dz—'^dx—Oj 
quae  aequatio  duas  tantum  quantitates  variabiles  ar  et « 
continens  , integrabilis  reddetur  ope  cuiusdam  multi- 
plicatoris , qui  fit  — M , ita  vt  Mdz  MVdx  fit 
differentialc  verum  cuiuspiam  fundionis  ipfarum  x 
ct  z t quae  fiindio  fit  =$ , quantitatem^  non  in- 

' voluens. 
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voluens.  Ex  quo  aequatio  noftra  integraUs  erit 
S—f:y  , vuile  indoles  fiindiionis  z quemadmodum 
per  a:  et  y determinatur , inootefeit  Differentiemus 
hanc  aequationem  fumto  praeter  a:  et  a etiam  j> 
icariabili , eritque 

dS  — M.dz—JAVdx=dyf'‘.y  fea 
dz-Vdx^^^f'-.y  ita  vt  Ct 

I 

Coroll.  I. 

59.  Multiplicator  etiam  M formulam  dz-Vdx. 
integrabilem  reddens  , quantitatem  y non  continebit , 
quia  in  fundione  data  V non  ineft  y.  Statim  autem 
hoc  multiplicatore,  inueato , valor  ipfius 
colligitui; 

Coroll.  2. 

6(0.  Si  formulae  diflerentialis  Mdz—MWdx 
integrale  fuerit  S fundio  ipfarum  ar  et  2 , pro  fo* 
lutione  problematis  habebimus  S=-f'.y^  vnde  patet 
conflantem,  quam  quis  forte  ad  S adiicere  voluerit, 
iam  in  fundione  arbitraria  /:y  contineri. 

« 

Exemplum  i. 

61.  Quaeratur  eiusmodi  funiJh  t ipfarum  xefy. 

Pofito  dzzz*.^^^-^qdy  , fumto  y conflante 
erit  dz^*~^—Q  , quae  aeq[aatio  per  i multipli- 
cata 
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cata  fit  integrabflis^  ita  Tt  fit  multiplicator  M.— 
hincque  iiitcgralc  S ~/x; -/.v”4^crgo  aequatio  noftra 

iutcgralis  quacfiia  erit  vnde  etliin  “ 

aequabitur  fundioni  cuicuuque  ipfius  , ita  vt  fit 
z::zx"J  :y. 

Exemplum  2. 

'6i.  Quaeratur  eiutmodi  futtliio  z binarum  varia-^ 
bilium  X et  y,  s;/  fit  formula  differentialis  (^)-nx-z. 

Pofito  dz—{nx~-z')dx-\~qdy^  fumto  / cor- 
flante  erit  dz-\-zdx—nxdx  — Of  quae  ope  multi^ 
plicatoris  M = e*  dat  ' ’ 

Tnde  aequatio  quaefitam  relationem  inter  x , y et  « 
exprimen»  eft 

e*z-n^x-^-ne*—f:y  fiuc 
z — n{x—i)-^e~~*f:y 

. tum  vero'  erit  ' 

=.-*/:/  • . •; 

* Exemplum  5;  > , 

<?3.  Quaeratur  eiusmodi  fun&io  z binarum  va- . 
riahilium  x et  y,  vt  fit  formula  differentialis 

. i Ponatur  ergo  — -4-^1  iy.  et  pofito/ 

conflante  quaeratur  inte^ale  huius  aequationis  difie- 
Vel.  IIL  H rentia- 
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reat'alis : 

dz-  y 


xx«4-  z z 


quae  integrabilis  redditur  ope  cuiusdam  diuiforis  \ : 
qui  ob  homogeaeitatem  rcperitur  Icribcndo  x et ' s 
loco  differentialium  dx  et  dZy  ita  vt  hic  diuiforilti 


% — 


X a 8 


XX -4-s  s * -f-ta  ’ 


hiocque  multiplicator  . Quare  erit 

S — i^x^xz)dx  _ ^ ideoque 

■vnde  aequatio-  nodra  quaefita  erit 

9 — i x‘^nf'-y 

ex  qua  cum  poiito  l fit  etiam 

vicifiim  concludi  potcft  fore  j—/:  a. 


• problema  g. 

Si  z ita  debeat  determinari  per  Wnas  va* 
riabilcs  x ct  /y  Tt  formula  dffierentialis  (||)  aeque- 
tur funeioni  cuipiam  datae  omnes,  tres  variabiles 
.r  , y et  a implicanti  , quae  fit  V , definire  ia 
genere  indolem  fundlionis  z ptr  x et  j'. 

Solutio. 

/ 

Oim  fit  dzz=.Vdx-\-qdjy  fi  fnmami» coo» 
fians,  erit  quae  ergo  aequat»  duaa  tan- 

• I tum 
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tam  continet  variabiles  x et  z , litteram  autem  j in 
fundionc  V inuoluens  Da>'itur  ergo  multiplicator  M 
hanc  aequationem  integrabilcm  reddens , ita  vt  fic 
Mdz-H\dxr=:dS 

vnde  aequatio  integralis  relationem  inter  x , y et  z 
exprimens  erit 
S'=  f \y 

vbi  S erit  fundio  certa  ipfarum  x^y  ct  z,  fieri: 
que  potefi  vt  etiam  M omnes  bas  tres  litteras  com- 
prehendat. Conuenit  autem  fiindioni  S per  inte« 
grationem  inuentae  , valorem  determinatum  tribui, 
quoniam  pars  indeterminata  in  funAione  arbitraria  f‘.y 
includitur.  Ponamus  ergo  S ita  capi  vt  euaucicat 
fi  ponatur  xn.a  et  2=.c. 

Quod  fi  hinc  aequationis  diflcrentialis  propo- 
fitae  alteram  partem  qdy  inuenire  velimus , difieren* 
tiemus  funAionem  S fiimto  etiam  y variabili  fitque 
dS==.f\dz—WSfdx-{-Qdy—dyf'-.y 
vbi  cum  fit 

(£)=(S)  «1 

erit  fumto  iterum  y confiante ; 

quae  formula  certo  erit  integrab  lis.*  Capi  autem  Q 
eadem  lege  debet , qua  S fumfimus  , ita  vt  cuane- 
fcat  pofuo  x — a et  2=:c , atque  inuenta  hac  quan- 
titati Q,  cum  habeamus 

dz='Ux-^ + 

«it  J = = 

H 2 Haec 


I 
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Hacc  determinatio  ifto  nititur  fundamento,. quod  iIS' 
fuerit  eiusmodi  fun«aio  ipfarum  jr j'  et  s , quae 
pofito  ATZTtf  et  euanefeat , etiam  formula  dif- 

ferentialis  (jj)  eodem  cafu  euanefeat. 

C o r o 1 1.  ‘ r. 

6$.  Reducitur  ergo  refolutio  huius'  problema- 
tis ad  integrationem  aequationis-  diifereotiolis^ 

dz.—  \ dx  — o , 

in  qua  quantitas  -vt  conflans  fpeflatur  , ctiamfl  V 
contineat  omnes  tres  litteras  x , y et  z.  Dabitur 
ergo  vtique  multiplicator  M , qui  hanc  aequationem 
integrabilem  reddat , vt  fit 

mdz-Uydx  — dSy 

exiftente  S certa  quadam  fun(Sione  ipfarum  x^y  et  z. 

C O r O r I.  2. 

66.  Inuento  autem  hoc  multiplicatore  M ih- 
deque  integrali  S quaatitas  z ita  per  binas  variabi- 
les et  definietur  ,,  vt  fit  S— / ’>y  vbi  f :y  deno*- 
tat  funftionem  quamcunque  ipfiusj'  fine  continuam 
fine  etiam  difeontinuam  , ob  cuius  naturam  inte- 
gratio pro  completa  cft  habenda.. 

Coro  II. 

6y.  Ciim  hoc-  modo  relatio  inter  s,  x,y 
Fuefit  definita,  erit  ea  ita  diffcrentiata,,vt  omnes  tres 

litterae 
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littcme  X , > et  « variabiles  fumantur ; 

vbi  quantitas  Q,  ex  fuo  di£ferentiali 
dQ=dz{y^^)-dx{iJ^) 

definiri  debet , fumta  y conftante , integrationem  ita 
temperando,  vt  fi  S euanefeat  cafu  a— a et  z~:zc  , 
etiam  eodem  cafu  euanefeat. 

Scholion.^ 

• €%.  Hic  ergo  ad  infigne  hoc  Theorema  dedu- 

cimur : 

Quod  fi  fuerit  S eiusmodi  funSh  ipfarum  x,  y et  *,'• 
quae  euanefeat  ponendo  x~a  et  zmc  ^ tum  etiam 
pro  eadem  pofitione  formulam  ( ^ euamturam. 

_ Velutir  fi  fuerit 

S A A ar -V- B xj  z -h  C ar  5T  — D tf  « — B <ar  — C f 
«it  (g)— Baz-Bac,  • . ^ 

quarum  vtraque  expreflio  cafu  xz:za  et  zerr  elia* 
nefeit.  Pluribus  autem  huiusmodi  exemplis  euolutis 
veritas  Theorematis  ita  patet , vt  demonftratio  fo- 
lennis  non  defideretur.  Interim  huiusmodi  fun«aio 
femper  quantitates  folam  y continentes  a reliquis  fe- 
pacando  ita  euolui  poteft ,,  vt  in  talem  formam 
-transmutetur;  , 

5 = P Y -i- Q R Y'' ete  . 

H 3.  ▼bi 
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Tbi  per  hypothefin  P,'Q,  R etc.  Tunt  fonaionei 
ipfarum  x et  z tantum,  et  tales  quidem  quae  po- 
ncn'lo  ct  -fingulac  euanelcant.  >Hinc  iam 


perfpicuum  cft  fore 


quae  forma  maniftfto  fub  iisdem  conditionibus  eua- 
'nefeit  Quomodocunque-autem  fundio  S hac  indole 
praedita  fuerit 'complicata  tam  formulis  irrationalibus 
quam  tranfeendentibus , eam  'femper  in  eiusmodi 
formam  euoluere  licet,  quae'etfi  in  infin-tum  pro- 
grediatur, haec  demonftratio  ■ tamen  vim  fuam  retinet. 


.TExemplum  i-  ' 


'69.  f^eratur  eiumodi  fun&h  z duarum  varia- 
biBum  X et  y vt  fit  formula  differentiaRs  = 

Ponamus  ergo ©t  fumta 
conflante  habebitur  aequatio  — vt  fit 

V~p  , et  multiplicator  erit  M = vnde  fit 

S'. 7*  ^ 

■ * -c  -i  a ay 

et  aequatio  integralis' completa 'fundionem  z deter- 
minans erit 


Porro  ad  quantitatem  q inueniendam  , ob  M = a et 
JA.y  'xz  f—  ^ erit  ,</Q“o  et  Q^— o ; vnde  fit 
qzzzfijf.  Hic  idttn  autem  valor  ex  diffcrentiatione 
- ' .1  aequa- 
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teqa&tionis  inueotae  eruitur  , quae  praebet . 
fL*  — ^dff:y  ideoque. 
dz  =;  4-« <rf: »,  ita . Tt  Ct  ? = : J-. 

Elxempluni.  2.. 

70.  Quaeratur  binarum  tvariabiium  xetj  eiuf- 
modi  fun£iio  z vt  fit.  (^-|)  = 

Cum  Iit. habebitur. fumtoj'  conlUun 
te  haec  aequatio  > 

</2_-3LliL  r=o 

ad  cuius  multiplicatorem,  inucniendum.  multiplicetur 

primo  per- *4-«:^t;  prodeat. 

xdz~\-zdzr-jdxz=.o.  feu.  dx — — » 

Z 

quae  multiplicata,  per.  e.  integrabilis  euadit,'  pro- 
ditque.  ^ 

r h -fr  y^^=--e7yz  dz 

hineque 

_ ^ — ?L  * 

e J»a:=r  — e t/ z—ye  ^ 4-C. 

Quocirca  erit  multiplicator 

r et 


ex 
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cx  quo  aequatio  integralis  completa  erit 

z 

* 

Nunc  porro  cum  fit  MV^  — ^ erit 

ct  hincque  ; 

famto  y conflante  , vndc  integrando  obtinebitur  s 

V.— Vjrj,  ~ ~ y T yji/  > ^33' 

hinc  , 

z — e *. 

ita  \'t  fit 

Aequatio  autem  inuenta  fi  dificrcntietur  dat: 


>i£rfc 


z)dz 


■he  ^<y{i  + |-  + ;-|4-|f) 

^dy{i-\-y-+c^-^^)-zdjf:y 
vode  idem  prorfiis  valor  pro  q concluditur. 


£xc|9[|> 
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Exemplum  3. 

7!..  ^^eratwr.  tdnarwn.  variitMmm  % et  f dur- 


modi  fuo^io  z vt  ftt  1^) 


-yy-h±*. 


Pofito  dz—^^^^^\dx-{-qdy  , fumatur  quan- 
titas y conftans  et  cum  fit  dz—.  =r  o , 

euidens  eft  multiplicatorem  idoneum  eff;  M=: — 2- 


imde'  cum  fit  — :ri  o ertt 

tatioqcm 


ary-^ss» 

per  mte- 


S;=  Atang.|-  -Ataug.?-  +C-Atang.J^,-Atang/^ 
et  fimiHo  quaefita  z hac  aequatione  definietur : 

i„.  Aoi)g.ife^’  - A =f-y- 


Cniin  porro  fit  MV=^;j^V  «rit 
ian\ — *^—yy  et  f**‘” 

bineque 

1z%~yy)i»  X*x—yj)ix 

fumto  j conflante.  Ergo 


— 


Q.=j 


+ 


-v- 


^y^zz  ' yy-^-xx  ■ yy-*-eo 

et  > qui  idena  valor  etiam  ex  difierca- 

tiatione  prodit.  i ‘ ^ 

Ceterum  cum  conflantes  a tt  c pro  lubira 
accipi  queant , fiimtis  iis  nihilo  aequalibus , fcu  lal- 
tem  y erit  aequatio  integralisj 

' Atang.^i^*-^=/:>, 

m III.  I 


t 
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Tndc  erit  etiam 

• futKfl.  r ct  SLidi**.  =:  fiina.> ; ' 

yy^xz  y z — « 

quae  funftio  fi  dicatur  Y habebitur: 

* — ■ V — * • 

Scholion. 

72.  Vix  opus  eft  notari  (aepc  fieri  pofle  , Tt 
folutio  huiusmodi  quaeftionum  fuperet  vires  analy- 
feos,  quando  fcilicct  aequatio  dififerentialis  refoluend:t 
artificiis  adhuc  cognitis  integrari  nequit.  Veluti  fi 
proponatur  cafus  (^|)=  ^ 

fiante  fieri  debet  Z2</a: , cuius  inte** 

grationem  nondum  expedire  licet.  Interim  quia  in- 
tegrale  per  feriem  exhiberi  poteft,  modo  id  fiat 
complete  ^ etiam  folutio  per  (criem  obtinebitur.  Po- 
fito  fcilicct  y — fumto  elemento  dz.ooa* 

ftantc  , oritur  haec  aequatio  diffctentio  - diflfer«otia|iSr. 

y^ddu-\-uzzdz —Q 
vnde  per  feries  integrando  repetitur 


a=A(i--^- 

' I. 


-etc.)-i-Bs(i 


sy^  ' j*  4. 7«  % y* 

■vbi  pro  A-  et  B fumfUones.  quaecunqiie  ipfius  y ac- 
cipi poflTunt.  Quare  fi  ponatur  g-— / 'J!  cr*t  •, 

y y.f'y{  - ~r  -HtcQ-jrC^ 


qua  aequatione  funifeio  quaefrta  -ai,  per  binas,  vatiabt-i 
les  X et  y generaliflime  expru^ituc.  Quoniarn  ergo 
■_/  ; ^ - . mcthp- 
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methodos  aperuimus  aequationes  diflTsrentitles  qtiascuu' 
que  per  approximationes  integrandi , idquc  compLte^ 
his  methodis  in  Tubiidium  vocandis , omnia  proble- 
mata huc  pertinentia  faltem  per  approximationem 
refolul  poterunt.  Ceteram  in  hac  parte  Analyfeos 
fublimiori  refolutionem  aequationum  diffcrentiahum 
ad  'priorem  partem  Analyfis  pertinentium  pro  con- 
cefla'  tinbmere  pofliimus , omnino  vti , quo  longius 
in  Analyfi  progredimur,  ea,<emper  quae  ad  partes 
praecedentes  pertinent  { etiamfi  non  penitus  funt 
«uoluta,  tanquam  confe^a  fpe^are  folemus. 
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RESOLVTIONE  AEQVATIOMVM 

QVIBVS  BINARVM  FORMVLARVM  DIFFE- 
. REN TIALIVM, ALTERA  PER  ALTERAM 
VTCVNQVE  DATVR. 


Problema  lo. 

73. 

Si  z eiusmodi  eflfe  debeat  futnSio  binarum  variabi- 
lium X et  jfy  vt  formulae  differentiales  (^)  et  (^) 

inter  fe  fiant  aequales , indolem  illius  fundtionis  **ia 
genere  determinare. 

Solutio. 

Ponatur  { f?  ) />  et  ( g ) rz  ^ , vt  fi‘t 

dz-pdx-\-qdj,  haecque  formula  pdx+qdy  integra- 
tionem fponte  admiffit.  Quoniam  Igirut  requiritur  vt 
fit  q~p,  erit  dz-p{dx+dy)  y et  pofito  x-\-y~u  y 
fiet  dzxrpduy  quae  formula  cum  debeat  effe  per 
fe  intestabilis , necefle  cft  vt  p fit  funftio  quantita- 
tis variabilis  u , nullam  praeterea  aliam  variabilem 
inuoluensj  hineque  integrando  ipfa  quantitas  a; 

I T ; 'T'  '5  ▼ , *. 

u f ^ * a l aequa* 
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aequabitur  funftioni  ipGus  u , ftu  prodibit  z ~f : «, 
quae  funi^ip  omnino  arbitrio  noftro  relinquitur  , 
ita  "vt  pro  z fun<flio  quaecunque  ipfius  u fiue  con- 
tinua fiue  etiam  dilconiinua  aflumta  problemati  fa- 
tisfaciat.  .Quare  cum  fit  u—x-k-y^  erit  pro  folu- 
tionc  noftri  problematis  2 r::/: (a- -Hy).  Quae  forma, 
quo  facilius  appareat  , quomodo  conditioni  prae- 
f^riptae  fatis&ciat , fit  ii.puzzduf\u  y ideoque  ob 
u:=^x-\-y  erit 


dz^[dx^dy)f‘.{X’\-y)-dxfi[x+y)-irdyf{x-\-y) 

I * 

ideoque  et  , ' , • , 

. ai^Vropterea  (|-*)  = (gf) 
problema  poftulat. 

‘1  . C oro  1 1.  I 

" ■ '3i+- 'Q?«®cunque  ergo  fu iiaiOj  quantitatis  x-\-y^ 
fometur  , ea  pro  2 aflumta  'prafefcriptam  Jhabcbit . 
proprietatqm,  vt  fit  Talem  , autem 

fanaionem , iodicao»M6  figHO 

J'  ; ......I 


* ' ‘ lyji'  G^ornetricc  bacc^  (olutio.  itdT  i^efcrri  potefl. 
iVfcj-ipta  fiiper  axe  linea  cuma  quacunque  fiue  rtgblari 
fiuelrreguian,  fi'  abrciflli  , ekpiimbhir  'pfc^ 
cata  retn^r  idttaeutttSaldfciii  funftionc  2P  exfii^bi^. 

^ ^ Coroll*3* 


C A P V T.  Ut 


7»' 

Co ro  11.‘  5.  ' 

■ ■ 75.  Vniucrfalitas  huins  Tolutionis  per  integra-* 

tlonem' cicutae  In  hoc  coniiftit,  quod  quantitatis  *+/’ 
fnniftioiicm  qualemcunqne ' fiue  continuam  fine  etiam' 
iJifcontinuam 'pro  z inuenerimus  j quippe 'quae'  con-' 
ditioni  problematis'  fempor  fatisfacit.* 

.!•  1 f , ; ■ - •;  (.;•') 

‘ ' < ■.  Scholion  1.  ^ ■ V’ 

77.  Fundamentum  iblutionis  hoc  nititur  prin- 
e pio , quod  formula  di&rcntialis  pdu  integrabilis 
efic  neque;it , oifi  quautitas  p fit  funftio  ipfius  ar 
vel'  viciflinj  w fundio  ipfius  p i,  -.  ita  vt  nulla  alia 
variabUis  in  computum  ingrediatur.  ^uin  etiam 
qualiscunque  fuerit  p fundio  ipfius  u'  integiale nili'' 
adu  exhiberi , Icmper  tamen  concipi  poteft ; 'fi^ehlm  u 
denotet  abfciflam,ec;p  applicatam  caruae  cuiuscunque 
fiue  regularis  fiue  irregularis,  qua  ratione  vtique  fim* 
^10  quaecunque  ipfius  u in  fenfu  latiflij^o- reprae- 
fentari  potefi  , eius  curuae  area  fpdu  praebet  valo- 1 
rem  formulae  integralis  fpdu  , quae  iterum  vt 
dio  ipfius  u fpedari  potefi;  ex  quo  viciffim  fundio . 
quaecunque  ipfius  u naturam  formulae  integralis  Jpdu' 
exhaurit.  Quod  autem  flindio  quaecunque  quantita- 
tis M+y  pro  z afiumta  fatisfaciat  conditioni  , vt  in 
difierentiali  dz-pdx  + qdy p~q  feu 
ita  per  fcj  Cfl  p^rfpicuym.^t  illuftratione  per 'cMm- 
pla  upq^ege^  , Si, enim  .verbi  gtatia'  ponatur':  ^ 

Z=-M-^[x^yjj^x-\y)'z=Aa->[-bx+by-\~xx-^:L3y-{-yy 
■'  r J erit 
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erit  difllrcntiando  s ' j ’ 

qui  valor^  inter  le  vtique  funt  aequale». 

•»  * - 

Scholion  3. 

7$.  Cum  z fit  funAio  binarum  variabilium. 

X et  j f ac  ponatur  dz—pdx-\-qdy  ; vt  fit 

, :i  ; 

ia  hoc  capite  eiusmodi  quaefiiones  euoloete  e(!  pro-' 
pofitum  in  quibus,  aequatio  quaecunque  inter  p et  f 
praelcribicuc  ^ in.  quam  )Celiquasum  variabilium  x , jr 
et  a nuUa  ingrediatur.  Propofita  ergo  aequatione; 
quacunque  inter  binas,  fiumiulas  p et  'q~  et  confiantes, 
quaeri  oportet  indolem  funAionis  z binarum  varia- 
bilium X etjty  vt  formulis  inde  per  difierentiatio- 
nem  natis  et  praefiripta  illa  con- 

ditip  conueniaL , ,Quam  tractionem  qpidem  exorfi 
fumus' abi  exemplo  fimpliciflimo  p~q  y cuius  jfolu- 
tio  etiam  ope  principii  modo  expofiti,  confici  poteft.. 

At  vero  idem  principium  fijfficit  probltmati  fequenti.  ’ 
htius  patenti  refoluendo< 

. > [.  -i  •••.!.;  ‘ • ''  I 

■y  1.1} Problema  ir.:  . 

79.  Si  z eiusmodi  ede  debear  funAio  binarum 
variabiMum  x et  y y vt  fiat  V , 

indolem  iftius  funAioiiis  z io  genere  definire. 

i ;!  Solutio.. 
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Pofuo  <izzzpdx-h  qdf  . fesfu^rilur  . fit 
a.p-\-^q—y.  Hinc  cum  fit  , 

dz-pdx~\-^-y-=^^dj  fea 

dz—'*^dy-\-^{^dx-ady)  * 

quam  formulam  integrabllem  eife  oppr^.  ■ Cu^^a-.r 
lem  pars  *^dy  per  fe  fit  iutcgra^ilis,  altera  pars  etiam 
integrabits  fit  necefle  eft  j vnde  pofito  ' pS:— 

TC  altera  pars  fiat  euidons  efi  p AiflN^kMem 

efic  debere  ipfius  u , iudeque  etiam  integrale  [prodi* 
turum  effe  fundiouem  ipfius  a?-* ety.* 
ponamus.-  • > i 'j.:  > / •'  ' 


. . f .(  r:t';; 

«ntque  ; 


fiju  aequatio  quaefita  indolem  fundtipnis  « 'detenni-: 
nans  erit  • "•  '*  • '• 

(35;— yy4-/;((3jf-ay)  ‘ , / 

denotante  figno  f:  fundlionem  quamcmiqoe  fiqe  con- 
tinuam fiue  diicontinuam  formulae  fuffixae  (3x-ay. 
Atque  indicando  Ibrmuhc  f:u  diflerentialc  per  </«/:« 
erit 

p=f:(^x-(ty)  et  q=} -^f:(^x-ay) 

■vnde  maniieAo  relultat  ap-\-fiq:=y. 


Coroll.  i. 


Digitized  by  Googie 


73 


C A P V T in. 

C o r o 1 1.  I. 

80.  Eodem  (blutio  redit , fi  pro  p eiiK^  valo- 
rem  p — P 1 fubftituamus  , Tndc  fit 

|- ( a d/ - pdAT 

hlncque  eodem  modo 

Etfi  enim  haec  forma  a praecedente  difierre  Tridetur, 
tamen  facile  eo  reducitur , ponendo  ibi 

quae  forma  vtique  efi  fundlio  ipfius 

C O r 0 1 1.  2. 

81.  Si  ergo  in  forma  dzrzzpdx-^-qdy  debeat 

effe  p-\-q—i  ob  a— I , et  folutio 

huc  redit , vt  fiat : ’ 

« =!;  -i- fi  ( ^ -J'  )• 

Conftrufta  ergo  curua  quacunque  , fi  abfcii&e  x^j 
refpondeat  applicata  v , ent  v. 

S C h O ] i O n. 

82.  Si  alia  proponatur  relatio  inter  p et  q ] > 
eadem  methodo  folutionem  obtinere  non  licet ; fed 
alio  principio  'vti  conuenit  j cuius  quidem  veritas 
ex  primis  calculi  integralis  elementis  cfi  manifolia. 

Vol  II 1%  K Notari 
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Notari  (cilicet  oportet  eflb 
_ • fpdx  zzpx-^fxdp 
fimilique  mocja  • . 

fqdy=:qy>-fjrdq^ 
ita  vt  cum  fit 

z—fipdx-^qdy) 
futurum  fit 

’ z~px~^  qy-^fixdp-^rydq). 

Quomodo  autem  hoc  principium  ad  Iblutionem  hu« 
iusidodi  quaefiionum , quae  ad  hoc  caput  fint  refe- 
rendae , applicandum  fit , in  fequeotibus  problemati- 
bus docebitur- 

Problema  12. 

S3.  Si  z eiusmodi  cfle  debeat  fundio  binarum 
'variabilium  x et  y,  rt  pofito  dz—pdx~\^qdy  ^ 
fiatp?=z  y indolem  ifiius  funAionis  z in  genere 
definire. 

Solutio. 

Ex  principio  ante  flabilito  notemus  fere 
z—px^Jrqy^f  (xdp-i-ydq). 

Cum  iam  ob  pq:=i  fit  q=z^  erit 

Ifltegrabilis  ergo  efle.  debet  haec  ferma  f{x--^^)dpy 
at  io  genere  fermula  fudp  integrationem  non  ad- 
mittit 
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mittit  nifi  fit  u fun(flio  ipfius  />.  Qiure  in  noltro 
cafu  neceflfe  «ft  fit  quantitas  ^ fiinftio  ipfius  p 
tantum,  vnde  etiam  integmlc  fdp{x— erit  fun- 
Aio  ipfius  p taotum  , quae  fi  Indicetur  per  Jtp 
eiusque  differentiale  pc*  dpfxp  erit 

»~px-y^j-f-p  et  x-f-^—f':p. 

Quare  ad  probiema  nofirum  (bluendum  , nona  va- 
riabilis p introduci  debet , ex  qua  cum  akera.^crm- 
iunAa  binae  reliquae  x et  z determinentur. , Sumta 
fcilicet  variabili  p eiusque  funAione  quacunque  / : p , 
indeque  per  di£ferentiatk>nem  deriuata  f‘py  capiatur 
primo  , . 

X = ^ -h  fip  , indequt  BrLl 

quae  efi  folutio  problematis  quaefita  generalis.  i 

C O ro  l 1.  I.  . r 

84.  Hic  igitur  fiinAio  quaefita  z per  ipfirs 
variabiles  x et  y expiicite  euolui  nequit ; pro|%erea 
quod  quantitatem  p ex  aequatione  x — ^:^f'.p  m 
genere  per  x cc>'  definire  non  licet. 

C O r 0 1 1.  2. 

85.  Nihilo  vero  minus  (blutio  pro 'idonea  et 
completa  efi  habenda,  quoniam  introducendo  nnuam 
variabilem  p ex  binis  j'  et  p a fe  inuicem  non  pen- 
dentibus ambae  reliquae  x et  x definiuntur 

K a CoroU.  3. 
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C o ro  1 1.  3* 

8tf.  Si  fumamas a -V- ^ 

f.p=ap-t  tt  , 

hinc  j vnde  fuatSio  quaefita  z ita 

habebit 

^ — «j»  Vf  *— a)  _i_  ay-^-0x  — <c3 

. ^ y(x  — ajip'-t^yj  V(i  — 

feu  2— 2 V(x  — a)(j'-f-(3} , quae  eft  folutio  parti- 
cularis, ct  fimpliciflima  eft  z—iVxj>. 

Scholion  i. 

87-  Quemadmodum  folutio  huius  problematis 
ex  alio  principio  eft  dedu<fta,  ita  etiam  forma  folu- 
tionis  a pra^ceJentibus  difcrepat , quod  hic  aequa- 
tionem inter  a: , j'  et  z explicitam  exhibere  non 
liceat , fcd  noua  variabilis  p introducatur.  Cum  igi- 
tur ante  vna  aequatio  inter  ternas  variabiles  x , y 
et  z folutionem  ,'continuiflet;  nunc  accedente  noua 
variabili, p,  folutio  geminam  aequationem  inter  has 
quatuor  variabiles  poftulat,  ficque  pro  noflro  cafu 
inuenimus : 

« 2.  -/;p  et  a: - ^ -=f': p 

exiftente 

d.fip  — dpfip, 

vbi  fundionis  figmim  indefinitum  /:.  quod  etiam 
fundliones  difcontinuas  admittit , vniucrfalitatem  fo- 
lutionis  praeftat.  Quod  fi  hinc  litteram  p eliminare 

liceret , 
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« 

liceret , aequatio  euoluta  inter  x ^ tt  z obtinere- 
tur , haec  autem  eliminatio  fuccedit,  quoties  pro/:^ 
fiindio  algcbraica  ipfius  p aflumitur ; in  genere  au- 
tem nullo  modo  fperari  poteft.  Nihilo  vero  minus 
ope  curuae  pro  lubitu  aflumtae  problema  confinii 
potefl  ^ fumta  enim  curua  quacunque  fiue  regulari 
fiue  irregulari,  ponatur  abfeifla  ~py  fitque  appli- 
cata/':prrr,  erit  fxp^frdp  area  eius  curuae,  quae 
fi  dicatur  y aequationes  binae 

x—-2-—r  ct  — X 

pp  * p 

folutionem  completam  problematis  praebebunt.  Scili- 
cet fumto  pro  X valore  quocunque,erit 
hineque  fit  z—^px-pr-Sy  in  qua  folutionc  nihil  ad 
praxin  fpedans  defiderari  poteft.  Hinc  patet  etiam 
fortade  fieri  pofle  , vt  duae  nouae  variabiles  fint  in- 
troducendae , ac  tum  folutio  tribus  aequationibus 
contineatur ; neque  etiam  tum  quicquam  deerit  ad 
vfum  prafticum. 

Scholion  2. 

88.  Cum  pro  formula  rc^^iwWr 

vt  fit  pq-^i  introducendo  angulum  indefinitum  (J)  alia 
folutio  concinnior  elici  poteft.  Pofito  enim  prtang.cP 
erit  q ~ cot.  Cj) , ct  ob  dz~dx tang. (J) -i- cot. CP  , 
fiet  per  redudlionem  fupra- indicatam 

«rrxtang.Cp-h^coL  (p--/<^cp(^  — 

vnde  patet  formulam  debere  fun- 

K 3 Bionem 
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dioncm  ipfius  <f),  quae  fi  p(»itur  /':<!>  i «t  for- 
mula iutegralis 

binae  aequationes  (olutionem  continentes  erunt : 

*=Atang.(I>+j'Cot.C|)-/;(|) 

Vnde  iam  pro  lubitu  x vel  eliminare  licet.  Quin 
etiam  vtramque  eliminare  pofiumus  , ac  per  binas 
variabiles  z et  binae  reliquae  a:  et  ^ ita  expri- 
mentur : 

#=riflrcot.<I)-l-iCOt.  4>./':(J)+JcoC(I)*./':<J> 

> = i a tang.  (p + 1 tahg.  (p./:  (J)  - 1 fio.  : (J). 

Quodfi  igitur  hinc  differentialia  capiantur , ac  pona- 
tur iyiro,  ex  polleriori  dabitur,  relatio  inter  4% 
et  </(P,  vn^  fi  ipfius  valor  in  priori  fubfiitua- 
tur  , neceffe  eft  prodeat  </2:r:</A:tang.(P  ^ fimili  au- 
tem modo  fi  ponatur  4x=:o  ^ ex  altera  orietur 
<f2ir<j[^cot.<p. 

Problema 

89.  Si  z eiusmodi  efle  d(d)eat  fiinAio  bina- 
rum variabilium  a:  et  y , vt  pofito  dz=pdx+fd^ 
fiat  pp-]-qq  — i , indolem  iftius  fun^ionis  « ingef- 
nere  inuefiigare. 

Solutio. 

Cum  per  redudlionem  fiat 
zzzpx-{~qj/-^f^xJp-i->jdf^ 

• • vt 
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Tt  irrationalia  enitemus , ponamus 


pT=r 


tt  q=- 


-t-rr 


liquidem  hinc  fit  pp+qq^i.  Erit  autem 

„ ^*rdr  . irfi*  f « — rr  L 

fi  -hT??»  **  aq—^  '(  ,l+.rr  )» 

hincque  fit : 


f I— , f,xrdr—ydr(rr-rr\ 

* — i-j-rr  "t"  »/  ( , J4.V  r )* 

quae  forma  integralis  eum  fit  funAIo  ipfius  r l 
ftaiuatur  ea  =;/:r  , ciui^ue  differentiale  ^drftr, 
ex  quo  obtinebimus 

=/:f  et 

Vnde  fi  eliciamus  : t 

X — (» — f erit 


Coroll.  I- 

90.  Si  irrationalitatem  non  pertimefcamus  ob 

V ( I -pp)  et  «rit  ^ 

Z—p9  -Hy  V ( t -pp)  -fdp{x- 

Pofito  ergo  «=p*-f-J'T^(*— PP)“/‘P 
-Lt =f  :pL 


Coroll.  s. 


80 
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Coroll.  2. 

px.  Solutio  ftmplicUfima  fine  dubio  prodit  fa- 
mcndo  /:p=o  , vnde  cum  fit  x=:  , erit 


■P — ^{xx-t-yy 

hlncque 
zzz 


I « V{| -/./.)= 


=:V(xx^jy). 

(xx-hyy)  ' • / 


Ex  quo  yalore  fit 

* A *. V j 

I 'i*'  r — Ylxx+yyi  i{xx\^yy) — T» 

idcoque  />/>+??=  *. 


^ Coroll.  3. 

ps.  Si  ponamus  p=fin.4>  erit  9=cor.4>^ 
luncque 

X =rjcfin.(I)-4-j'Cof.4i -/</<!)  (arcof.CjJi—j^fin.Cl)) , 

erit  hoc  integrale  =;/:({),  eiusque  dififerentiale 
£x  quo  habebimus 

xrrxfiatp+^cof.tt)— /:(I)  et  xcof.<|>-'>'fin.4>=:/':(li* 


Problema  14. 

93'  Si  z eiusmodi  eflc  debeat  fun(%io  bina- 
rum yariabilium  x et  y , vt  pofito  dz-pdx-\-qdy  , 
quantitas  q aequetur  fundioni  datae  ipfuis  p , in- 
flem huius  fundionis  z in  genere  inueftigare. 


Solutio. 
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Solutio. 

Cum  q fit  fuiKftio  data  ipfiiis  p , ponatur 
dqzzrdp  erit  etiam  r fundio  data  ipfius  p.  Ae- 
quatio ergo  tnfira  generalis  folutionem  fuppeditans 
induet  hanc  formam 

z—px-\rqy—fdp{x-^ry) 
vnde  patet  integralc  f dp{x-{~ry)  fore  fundUonera 
ipfius  p,  quaa  fi  generarim  per  f-.p  exptinatur,  eius- 
que  diffcrentiale  per  dpf:py  habebimus: 

z—px-\-qy-f:p  ct  x + ry~ftp 

quae  duae  aequationes  folutionem  problematis  vniuer- 
falifiimc  compleduntur , fiqpidem  f:p  fuiuTtionena 
quamcunque  ipiius  p fiue  continuam  fiue  difeoati- 
nuam  denotare  poteft. 

C o r o 1 1.  I. 

94-.  Cum  fit  q fiinflio  data  ipfius  p , inde- 
que  r— fi  fundlio  indefinita  ipfius  p ponatat 
f:p—?y  ^ fp—^y  folutio  his  aequationibus  con- 
tinebitur . . 

z—px-{-qy—V  ct  xdp-Jr-ydq  — dV. 

Coro  II.  2. 

/ • . 

95.  Si  ad  conftrudlionem  vtamur  curua  qua- 
cunque in  qua  fi  abfeifla  capiatur  :r:p  , applicata  fit 
area  cius  curuae  dabit  valoreni  ipfius  /:p. 

'FoL  III,  L Sin 
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Sio  autem  applicata  indicetur  per  f:p,  tum  f .p  ex- 
primet tangentem  anguli , quem  tangens  curuae  Ci- 
cicc  cum  axe. 

Scholion. 

ptf.  Duplici  ergo  modo  curua  quaecunque  ad 
libitum  difcripta  flue  fit  continua  (eu  aequatione 
quapiam  ana'ytica  contenta,  fiue  libero  manus  dudu 
vtcunqiie  dehneata  , ad  conftruftionem  problematis 
adhiberi  poted  Vel  enim  abfcilTa  per  p indicata  , 
applicata  fumi  poteft  ad  f:p  vel  ad  f’.p  exprimen- 
dum , nec  fecile  dici  poteft  , vtrum  ad  praxin  com- 
modius fit  futurum  ? Vbi  autem  huiusmodi  proble- 
mata realia  occurrunt , reliquae  circumftantiae  (blu- 
tionem  determinare  folent , vnde  pro  quouis  cafit- 
conftrudio  maxime  idonea  facile  colligetur.  Proble* 
mata  autem  mechanica  hanc  calculi  integralis  par- 
tem poftulantia  femper  ad  formulas  differentiale» 
fecundi  altiorumque  ordinum  deducunt,  quarum  re- 
Iblutio  ne  fufeipi  quidem  polTe  ante  videtur , quam 
methodus  pro  formulis  differentialibus  primi  gradus 
fuerit  patefada.  Haiftenus  quidem  problemata  pro- 
pofita  ablolute  refoluere  licuit  j nunc  autem  quando 
conditio  praeferipta  relationem  formularum  (^)  et  (^) 
per  reliquas  variabiles  x,  j'  et  z definit,  negotium 
in  genere  non  amplius  fiiccedit , nifi  relatio  prae- 
feripta vnicam  tantum  variabilem  cum  bini»  forma- 
lis diSbrentialibus  coniungat. 

CAPVT  IV. 
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CAPVT  IV. 

D E 

RESOLVTIONE  AECS/ATIONVM 

QVIBVS  RELATIO  INTER  BINAS  FORMVLAS 
DIFFERENTIALES  ET  VNICAM  TRIVM 
QVANTITATVM  VARIABILIVM 
PROPONITVR. 


Problema  15. 

97- 

Si  z ciusmodi  cfle  debeat  fundlio  binarum  Tariabi- 
lium  a:  et  j \t  podto  dz—pdx+qdy  ^ fit 
iadolcm  huius  fundlionis  in  genere  inuefiigare. 

Solutio. 

Cum  fit 

iz=pdx-Ar  V) 

haecque  formula  efle  debeat  integrabilis , necefle  eft 
Yt  px  ac  proinde  etiam  z fit  fun^io  quantitatis 
Quare  fqiutio  noftri  problematis' in  genere 
ita  (c  habebit , Yt  fit 

z—J'.{lx^y-)  et  px~f'',[lx-\r^~) 

< ‘ L » fumeo- 


t 
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fumcndo  fcilicet  perpetuo  d.f'.u—duf'’u.  Hiac 
autem  erit 

p-W.[Ix+l)  et 

ficque  q:z:  ^ omtiinj  vti  requififiitf. 

CorolL  I. 

98.  Cum  fit 

z-px-fx‘lp-i^t’^=px+rpx[i^- ‘±)  . 
hinc  alia  folutio  deduci  potefi.  Si  cuim  ponamua 

erit  px-f':(Z.-/p) 

indeque 

Coroll.  2. 

99.  Hac  ergo  (blutionc  noua  introducitur  va. 
r;abilis  p , ex  qua  cum  jr  coniuD(fia  definitur  primo 

tum  vero  ipfa  fun(flio  quaefita 

Huic  aiucm  folutioni  praecedens  fine  dubio  antecel- 
lit , rum  illa  quantitatem  z imnaediate  per  ;c  et  y 
exprimar. 

•“  ■'  Scho- 
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• Scholion. 

100.  Quo  Ius  duas  foliitioiies  inter  (e  com- 
jyifare  qutamiis  quoniam  fundio  arbitraria  i.i  >tra- 
qiie  diiierlae  c!l  indolis , etiam  charadere  diutrib 
\tamur.  Cum  igitur  prima  praebeat ; 

z=o/:(f4-/jr)  et  p x ~f:  ( f 4-  / v ) 
altera,  vero ; 

apx  = r:r~-lp) 

patet  fore  : 

f:^.-hlx)=F'i:^->rp)  et 

Ynde  non  folum  relatio  inter  vtriu-que  fundionis  / 
et  F induLm  definitur,  fed  etiam  inde  fcqui  de> 
bet » fore 

par  — f:  (f  4-  /j:)f 

id  quod  non  parum  videtur  abfconditnm.  Verum 
ob  hoc  ipfum  iftud  probleira  co  mag'S  efi  notatu 
dignam  , quod  lolutio  altera  , qua  nona  variabilis  p 
introuueitur , congruit  cum  priore , vbi  s per  x 
tt  _y  immediate  definitur,  neque  tamen  confenfus 
harum  folutionum  perfpicuc  monftrari  poteft.  Quam- 
pbrem  quando  ai  eiusmodi  folutiones  pcrucnimus  , 
vti  in  problematibus  pofteriorlbus , capitis  praeceden- 
tis v(u  venit  , in  quibus  nona  variabilis  intro- 
ducitur , con  omnem  (latim  Ipetn  eius  elipunan- 

L 3 dae 
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sa 

dae  atnicere  debemus , cum  ifto  caTu  altei;i  folutio 
ad  priorem  certe  {It  redudibilis , etiamfi  methodus 
reducendi  non  perfpldatur,  quam  tamen  infra 
exhibebimus. 

Problema  i6. 

joi.  Si  z eiusmodi  efle  debeat  fnn&io  bina- 
rum •variabilium  x et  j , yt  pofito  dz—pix-\-qdy , 
Iit  y— pX+T , exiftentibus  X et  T fundionibus 
quibuscunque  ipGus  x , indolem  illius  fundionis  z 
in  genere  inue^gare. 

Solutio. 

Cura  ergo  fit  d z—pdx+pXdy-i-Tdy^ 
ftatuatur /)  — r— j vt  prodeat 

= 4-rX<y=^^A* +rX  ) 

qua  reduAione  &da  perfpicuum  cll  tam  rX  quam 

SrX(,*^l^dy) 

fore  fundlionem  quantitatis  _>■  4-/^.  Quare  fi.  po- 
namus : 

frX(‘-}-h^y)  =/■■  U +/L’ ) erit 
rX=zf:(y-i-f^) 
ac  tum  fundio  quaefita  erit: 

quae  ob  functionem  indefinitam  /:  efi  completa. 

Tum 
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Tum  vero  erit 

{y  ) et 

q—f':{y  '^f^) 

vndc  patet  fore  vtique  ^zipX+T.  Quoniam  vera  X 
et  T fuot  fundiones  datae  ipfius  x , f )rmulae  in- 
legralts  et  / folutionem  nou  turbant. 

C o r o I L I. 

102.  Solutio  aliquanto  facilior  redditur  fu- 
mendo  ex  conditione  praelcripta  p — ^ — vnde  fit 

= et 

*=-/¥■'+/»  i* 

lam  manifefto  e(l 

iicque  ip&  fulutio  praecedens  refultat. 

CorotL  2. 

103*  Eodem  modo  refoluitur  problema',  fi 
proponatur  conditio  q-pY-\-V  exiftentibus  T et  V * 
• funAionibus  datis  ipfios  j.  Tum  enim  erit 

dz-pdx-{-pYdy+Vdy  et  z-f\dy->tJp{dx+Ydy).. 

Hic  ergo  fit 

fp{dx-^Ydy)=f\{x^fYdy) 

et 
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et  folutio  erit 

z—f\dy-^f:[x-\-fYdy)-y 
vnde  fit 

p-f:{x+fYdy)  et  ^Yf':[x-VfY dy). 

Scholion. 

104.  Ex  forma  folutionis  hic  inuentae  difccrc 
poterimus,  quomodo  problema  comparatum  eflc  de- 
beat , vt  eius  folutio  hac  ratione  perfici,  et  fuiidio  z 
per  binas  variabiles  x et  j exhiberi  queat.  Sint 
enim  K et  V funftiones  quaecunque  ipfarum  xet^, 
indeque  differentiando 

dK  — Ldx-\-'^Ady  et  dV zzVdx-^-(^dy 
iam  a folutione  incipiamus , ponamusque 
e = K -f-/:  V 
eritque  diScrentiando 

dz~\.dx-\-^dy-\-{?dx^Qdy)  f':W. 

Cum  iam  lianc  formam  cum  aflumta 
dz^pdx  ~{-qdy 
* comparando  fit 

pzrL-l-P/tV  et  M-4-Q./':  V , erit 
Qp- P?  r:  LQ.-MP.  ' 

Qiiare  fi  hoc  problema  proponatur  , vt  pofito 

dzzzp  d X + qdy 

fieri 
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fieri  dcbcflt 

folutio  erit  2=K+/:V , dummodo  WL  et  L item- 
que  P et  Q_  ita  fint  comparatae  tt  fit 

Ldx-\-Mtfy=dK  et  Pdx+Q^Jjf-dV 

verum  hi  cafus  ad  fequens  caput  funt  referendi. 

Problema,  i/. 

X05.  Si  z eiusmodi  ede  debeat  fuo(aio  bina- 
rum variabilium  a;  et  '♦t  polito  dz~pdx+qdy , 
fit  ^=Par+n  exifientibus  P et  n funAiooibus  datis 
ipfius  p;  indolem  illius  fun^iouis  z in  genere  in- 
velligare. 

Solutio. 

Cum  igitur  fit 
dz—pdx-^-Pxdy-^Tldjr  erit 
z=zpx-\-f{Pxdj-{~Udy—xdp). 

Statuatur  pjt+Hrv,  vt  fit  x—"^^  , fietque 
z=px+f(vdj-*^-i-^). 

Quare  cum  P et  n fint  funftiones  ipfius  p , ideo- 
que  formula  data,  habebitur 

z—px-\-f^f  -\-fv[dy-  , 

vnde  patet  tam  v quam  fv[dy-^-^  fundlionem  efle 
V$l.  III.  M debere 
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.90 

V *' 

debere  formulae  j'—/^  Ponam  a*  ergo  , 
fv{dy~ 
eritque 

c=Pjr-f.n=:/':(>  , 

et  hinc 

tum  yero 

C o r o I L I 

io<y.  Tb  folutione  huius  problematis  iterum 
nona  variabilis  p introducitur  , ex  qua  cum  j cou- 
iundlim  primo  variabilis  x , tum  vero  ip&  -fuo&io 
quaefita  z determinatur. 

C O r O II.  2. 

107.  Neque  vero  hinc  iftam  nouam  variabi- 
lem p ex  calculo  elidere  licet ; vti  ante  vfu  veuit , 
propterea  quod  hic  P et  II  fundiiooes  iphus  p de- 
notant , quarum  indoles  iam  in  iplum  problema 
ingreditur. 

Corel  L 5. 

108.  Simili  modo  problema  rcfoluctur,  li 
permutandis  x et  / , quantitas  p ita  per  y et  7 de- 
tur vt  fit  p=  Q ^ denotantibus  O et  S tun- 
Aiones  datas  ipfius 

Scholion. 
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Scholion. 

109.  In  hoc  capite  conftituimus  dusmodi  pro- 
blemata tradare , quorum  conditio  aequatione  inter 
binas  formulas  difierentiales  et 

Ynam  ex  tribus  variabilibus  x , y et  z vtcunque  ex- 
primitur. Problemata  autem  bina  euoluta  ex  hoc 
genere  certos  cafus  compleduntur  , quorum  (blutio 
peculiari  methodo  expediri  poteft  fimulque  ad  for-, 
mulas  fimplidores  perducitur.  In  pofteriori  quidem 
relationem  inter  p ^ q ct  x itz  alTumfimus , vt  fit 

Px-f-n  , feu  vt  in  valore  ipfius  per  p et  x 
expreflb  quantitas  x vham  dimenfionem  non*  exce- 
dat,- in  priori  vero  ita' vt  fit  pX-f-T,  feu  vt' 
in  vatorc  ipfios  q per  p et  x expreflb  , quantitas  p- 
vnicara  obtineat  dimenfionem.  In  genere  autem' 
ootafle  iuuabit , tam  quantitates  p et  x quam  q etp 
inter  fe  efle  permutabiles.  Cum  «nim  fit 

fpd x=px^fxdp,  . , . ; . 

loco 

z-f[pdX’\-qdy) 

erit 

zz=px-\-f{qdy  - xdp). 

Simili  modo  eft 

z—qy  -^fipdx-y  dq) 
tum  vero  etiam 

^—px-^qy—f[xdp+ydq), 

Quibus  ergo  cafibus’  vna  harum  quatuor  formularum 

M 2 inte- 


Digitized  by  Googie 


C A P V T IV. 


pa 

integraliam  redditur  integrabilis , iisdem  ternae  re> 
liquae  etiam  integrationem  admittent.  Cum  igitur 
in  (uperiori  capite  primam  formulam  refoluerimus , 
ii  p Ycl  9 quomodocunque  detur  per  x et  j ; ita 
eodem  modo  rclbluetur  formula  iccunda  , ii  ^ per 
p et  _y  , tertia  autem  fi  p per  x et  7 , at  quarta  ii 
\el  X per  p et  y vel  y per  p et  q vtcunque  datur; 
quae  quaeftiones  cum  generaliter  expediri  queant  ^ 
eas  in  fequenti  problemate  euoluamus. 

Problema  iS* 

xxo.  Polita  dzz=pdX’\tqdy  y fi  relatio  in* 
epr  p ) ? et  f aequatioaq  quacunque  definiatur » ia* 
dolem  fuofUonis  z , quqmadmodum.ex  binia  Taria* 
bilibus  X et  y determinetut  ia  genere  inueiUgare. 

Solutio* 

Ex  aequatione  inter  pj  q et  x propofita  quae* 
ratur  xalot  ipfius  x qui  funftioni  cuipiam  ipiarura 
p et  q aequabitur..  Cum  iam  fit 

z—px~\rqy,-f(xdp+ydq)  , 

quoniam  x eft  fundio  data  ip&rum  p et  q ' formula 
xdp-  integretur  furata  quantitate  q conilante  iitque 
/x  dp=zV  -\-f:qy, 

et  erit  V fundtio  cognita  ipfarum  p et  f , qua*  di& 
iecenbiata  prodeat 

=:x</  p -4r  S </?  „ • . 
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Vbi  S quoque  erit  fuudio  data  ip&rum  ^et^.  Quia 
iam  forma  f{xdp-\-ydq)  integrationem  admittere  de- 
bet, aequabitur  formae  vnde  diflferentiando 

concluditur ; 

xdp-\-ydq::zxdp^Sdq-\-dqf:q 

ideoque 

yz:zS+f':q  et  z^px-\-qy—V -f:q 

fcu  z—px-\-Sq-{~qf':q—f\q^V 

Iblutio  ergo  ita  le  habet:  Primo  ex  conditione  prae- 
fcripta  datur  x per  p et  ^ ; tum  fumta  q conflante 
fit  "S-zzfxdpy  et  TiciiEm  d^~xdp-\-^dq\  inuen- 
tis  autem  V et  S per  p et  7 , reliquae  quantitates 
7 et  X ita  per  easdem,  exprimentur  vt  llt 

yzzS-{-f:q  et  zzzpx+Sq+qf:q—f:q-V 

quae  fotutio,quia  fundlionem  quamcunque  ipfius  f 
llue  continuam  fiue  dhaxitinuaiQ.  denotat , Ytique 
pro  completa  lacifUmeque  patente  e(l  habenda. 

Aliter, 

X r r.  Vel  ex  aequatione  inter  p,  q et  x data  , 
quaeratur  valor  ipfius  p per  x et  q expreflfus , ita' 
Tt  p aequetur  fundioni  cuipiam  datae  binarum  va- 
riabilium X et  ^ , per  quas  etiam  reliquas  quantita- 
tes et  a definire  conemur.  Ad  hoc  vtamur 
formula . 

« = -\r  f \ p.i X ~y  dq ) }. 

l;!i  M 3 et 
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et  qnia  p eft  fundio  ipfarum  x tt  q dabitur  carua- 
dcm  eiusmodi  fuiidto  V vt  fit 

dW—pdx-^Kdq, 

Statuatur  ergo 

f{pdx-^ydq)=V  +/:  q 
eritque 

— R —fi  q et  z — qy-^V-^rfiq. 

Coro II.  I. 

112.  Vtraque  folutio  aeque  commode  adhiberi 
poteft  , fi  ex  relatione  inter  p ^ q tt  x propofita  , 
tam  quantitatem  x quam  p aeque  commode  definire 
licent.  Sin  autem  earum  altera  commodius  definiri 
queat , ea  folutione , quae  ad  ifium  cafum  efi  ac' 
commodata  erit  \tendum. 

C o r o 1 1.  2. 

113.  Sin  autem  neque  p neque  x commode 
elici  queat , tum  nihilo  minus  hic  refolutio  aequa- 
tionum cuiusque  ordinis, quin  etiam  tranfeendentium 
tanquam  conceila  afiumitur.  Ceterum  etiamfi  q fa- 
cile per  p tt  X definiatur , hinc  calculus  nihil 
iuuatur. 

C O r 0 1 1.  5. 

114.  Ex  hoc  problemate  xtpote  latiffime  pa- 
tente etiam  bina  praecedentia  refolui  pofTunt;  folutio' 
autem  hinc  fnuenta  a praecedente  diferepabit , cum 

) r ..  illa 


Digitized  by  Googie 


C A P V T IV. 


illa  e:^  metbodia  particulari  fit  deduda  operae  au« 
tem  pretium  erit  has  duplices  fblutiones  inter  ib 
comparare. 

Exemplum  r. 

XI 5.  Si  Jufrit  qrpX+T  exiflentibuf  X etT 
functionibus  ipjtus  x , indolem  fundionis  z tnueftigare. . 

Hk  folutione  vtendum  eft  pofteriori  , pro  qua 
efl  p—1:^  i nunc  pofita  q conflante  prodit 

faincque 

tode  folntio  his  formulis  continetur 
f=?X+T; 

folutio  autem  fuperior  ita  fc  habebat  : 
q-pX-^Ti  qz.f:  ct 

Scholion. 

« p 

ii5.  Cbafenfus  harum  duarum  folutionum  ka 
ortendi  pucefl  vt  ex  ea , quam  hic  inuenimns  , 
antecedens  per  legitimam  eoafequentiam  formetur. 
Com  coim  fit 

f,q:=^^y^rq 

ftatuatur  breuitatis  gratia Tf  fit  f^xq-~v  i 
erit  ergo  xiciflim  q aequalis  lun&ioni  cuidam  ipfiiis  v, 

quae 
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Tjute  ponatur  q—P:v  , vndc^fit  dq::zdvP‘:v , 
ergo 

dqf:q=z—vdvf“:vzz—vd.¥''.Vt 
ergo  integrando 

f:q~-f<vd.¥':vz:~v'¥':v-{-fdv.f>:v--v¥Hv+fiv. 
Quare  cum  iit 

-qf:  q-\~f:q  erit 

vF':i>H-F:v  len 

<}uae  eft  ipfa  folutio  praecedens. 

Exemplum  2. 

117.  Si  /«mV.q— Px+n  exi/ientibuT  Prtll 
futdlimbus  datis  ipfius  p,  indolm  ftmciioms  z,  vt  fit 
dz=rpdx-i-qdy  inuejligare. 

Hic  folutione  priori  Ttendum  , cum  fit 
Sumto  ergo  q conflante  quaeratur 

Tnde  fit 

s=(fi)=/u. 

Solutio  ergo  praebet : 

fi>lutio 
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Solatio  antem  eiusdem  cafus  (Upra  ( 105. ) inuenti 
erat ; - 

et  f=Pa:-*-n  atque 

»==ts  4-/!^  + +/.(/-/V)- 

Scholion  i. 

XI 8.  Vidaimus  quomodo  folutio  hic  inueuta 
ad  fliperiorem  reduci  queat.  Cum  ibi  inueaerimug 

ticiffim  q aequabitur  fbndiooi  quantitatis  1 

ponatur  ergo 

y = F':(>-/y)  . 

critque  ftatim  1 . ' ff. 

fit  breuitatis  gratia  .y—/y=v , Tt  fiat 
qzzP:v  et  v—fiq,  erit 
^iv:=f  qdv::^qv—fvdq—qv^fdqfi  q. 

Ergo  F;v=:yv— /:f,  ita  Tt  .fit 

■ /=»=?(->-/'/)-Fi(/-/V)  re» 

• /!»=0’-/V)F':(/-/'T*)-F:(.r-/V> 

'Vol,HJ,  N Quibiv 


Digitized  by  Coogie 


p*  cAipy^^iv, 

xzz—’^ + '-\-‘i{y-r‘Lf)et  ^ :.v> 

quae  eft  ipfa  folutio  ante  inuenta. 

fc-*  » ; . :•  i .’...: -i  c[^\'r;  >Uj>  f ' i " / .'<t 

--•Sofeotiofi*-?.  • ‘ * 

119.  Hoc  confenfu  ofteiifo 'etiam t «onllkifum 
ijC>©,;>  .4en»pfsftfwe 

qin  tnulta  magis  abfconditu&  videtur.  Aiter%  ,aiue£0 
folutio.  ibi  inuenta  erat 
px=z¥':{^  -/pl  et 

ex  quarum  formula  priori  patet  fore  | *-/j^ 

funftionem  ipfius^  et^qp  ^^Ip-i-Jpx^  feu 

aequabitur 'fnnftioni  ipifius  px.‘  Denuo  ergo 
vicifllm  px  ^quabituK'fitni££i(KH  tuopiam  cp&na  ^-4-^ 
Ponatur  cr^jo  px—f-.i^~\-lx)  i et  cum  fit 

rf.  F:(  r _ If,  )=(«  L U)F-:(J.  _/p)  , „j,' 

lam  pro  px  fiMini»  ^va?orb/:(f+/a')  obtincbltu^^^ 
• * . ita 
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ita  vt  hinc  fiat  s rr/;(  j--f-/jr) , quae  cit  ipfa  fom- 
tio  alicra.  Hac  igitur  rcdud^idiiB  parurrf  lu- 

minisj^aeiidifalr  «tr4Hao»fi^J!ftci;W);H^i«^  g«Bcri$ 
veftiganda.  $u^p,ni^,awtcm  |hu|us  ,rafi(y;inii_b^  re- 
dit, vt  fi  fi\eVit'V^^:j^fore  rztV^:(s+K) 

denotante  R fundionem  ipfius  r,  quod^>^i<)9tnei^ 
fe  efi  cuidens  , ,qau.  vtrio^fM^r  ,per>  j'(>^'det6riTRqatur. 

Cum  jcrgo.  fit  . . , 

V' ^Jifioq  'rrno^ 

!■  ‘ =/y  f 

ideoque  /:x  — F:(r+R)— /riR  ; 

l»c(l  fikK^Hobn  itr'  a^,‘f^ttit!)i3d9B-tf0m- 

titatis^-t:Rf  mnk»M 

fumi  potefif  r~F*:(x-+-R)  exirteate  R fundioae 
quacunque  ipfius  rr,  tiliii  vVeror  erjk 
/:x-Fs(x-*-R)-/r^/R,  „ 

120.  V(^ito  dz':i:?f)dht^qdfyV_^  ’£■ 

JfmSiioni  bomo^eneae  n dinmftonum  ipfarunt  p ^ xf  .q., 
indolem  funStionh  t inuejiigare.  ' * ■ ■ 

Cumj  ;r,4etur  tt'  q ; vtcfidmir  'erit- 

lutione  priori  et  ob  ar—  fundtioni  horaogeneae  n 
dimenfionum  ipfarum  Ip!  J ; pbiiatur  p—qr,  fict- 
que  X — f'‘R,  exiftente  R funftione  ipfius  r tantum. 

• Snmatur  ‘uuae  'q  ^cSflfiftaos-  e^  qiatStft^''*  " ^ ’ 
y-fkdp:^fq’^'Rdr 

Na  ob 
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cb  iprzqix^  eritqae 

V = ^»-*-/Ri/r , 

qnod  integraie  datur.  Hiac  dtflerentiaudo  erit 
, dV-zz(f^'Kdr-\-{H+x)fdqfKdr  ' 

quae  kc  cum 

dV  :^xdp'^Sdf^fKdp-i“Sdf 
comparari  poflit,  quk  ob  dpzzfdr-\-rdq  eft 
dV :=.f'*‘'Kdr+f^Krdq-^Sdq  erit 
S=-?*Rr-e(iHr  I )f/R/r  * 

\ 

irode  fit 

jr=— f^Rr+(«+i)fl*/R<^r+/.*?  et  xrzfBi  atque 
xzrnf^'fKdr~^qf:q-f:q  cxiftcate  pzsqr. 

C o r o 1 1.  I, 

- 

121.  Sit  et  pofita  p-qr  erit  jfrr", 

ideoque  nzzo  et  R=r"i  ynde  fit 

et  ezqf:q-f:^ 

i If^t 

Quare  ob  f-ac"  erit  j'=^ar  « 4-/:^. 


C O r 0 1 L 2. 

122.  Eodem  cafu  ergo  quo  X' 


aeqaa« 

bitor 
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birtir  q fendioni  quantitatis  • , quae 

quantitas  fi  ponatur  zzv  et  q-f^w^  tt  fit  eri* 

f:q—fdqf:q^fvdvY*:v  d)  dqzzdv¥hv  f 
Tnde  concludi  tuor  . 

2fe» 

f:q-vY*:v-~F:v  et  *=F:v:=F:(/4- "Ji 

Exemplum  4. 

xa3.  Duarum  Tariabilinm  x et  / ehismodl 
fiinAionem  z inueftigare  «vt  pofito 

dz’=:pdx-\rqdy  fiat'p*-f-a:*=r3pfx 

Solutio. 

Confideretur  forma 
xzzqy-\-fipdx-~jdq) , 

xrbi  iam  fbrmolam  pdx—ydq  intcgrabilem  reddi 
oportet.  Statuatur  p—uXy  et  conditio  praeforipta  dat 
jr(i-+-tt*)=3y»i 
▼nde  fit 

■ — r 1 -♦-»* 

tum  Tero 

t — I »wit 

f ^ » 

ficque  habdsitur : 


N 3 


Ergo 
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^Qar^  nee«ff«  eft  «fle  (iisfiionero  ,ipfiu»  fi 

tantun;i,t  fic  n;— yod^  fit  ^ ...  , , ... 

^ = -7^.  -f-9  « 

exiftetue^  x=r 

Ex  quibus ‘tribus  aequationibus  fi  elimentur  binae 
quantitates  q et  ;t' or«tiir  qqq[1i«eiq  z etx,  y, 

4jp«it,q#^eri,tu^  .f  . , i'  .w  (A 

C)  O f 0-1 'K,  1»  lii  a Ii;  ti) 

124.  Eat  aequatione,  pra  ^.  ’ujuent5iv.  colluitur 

-^-,  — aequatio  autem  pro  2 inuenta  abit  ia 

hanc  : .'j  ! j ; . ^ 

quae  elifo  u transmqtaqir- io'/hanc',-  - • -•  -.a 

i’  ■ - iqf-q-r(:y.-+-f:r)'‘-\-f:qi  rm  ; .f 

lum  vero  efl ' . . • . ...?  , 

x — — u{y-hf:q)  ‘‘  • 

vnde  reperitur  , hineque  . 

A-’  = 3 ? U-+-/: ? )’  H-  ( 

Co  i^gII.  2. - 

125.  Si  fumamus  f-.q-=a  , cx\t'  fiqriafA-^^ 

et  fo/lremai  aequatio-  praebet;  Cum 

deinde  pro  hoc  cafii.  fiat 

’ proue- 


■a-f-  J . 't 
aFt  r ,!iv 
.'.  T 
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foa 


proueniet  loco  q Talorem  iniientunv  fubftitiieQdo^niil 

* = •-■-  '-A 

CofolJ;  5.  v^t 

xiS.  CuWt  ^ir  '<lr  •'•  V C 

x*z=(j'-+-/:?n  y-i-3f  -¥-ffq}~  ' 

ponamuS'  f^:q=a—3  q,  idc^ne  fiq—b-\-aq~l  > 
vt  fiat  (/  + 0-3?)*— ent.jue 

Hioc  xrja' prodit.'  'J  V . • - 

' '[■  • 

/!»=*+  _{(_, +<,)>+}i<y*(j(m!5 


*»  — . 


•-iX-t-a  ) 


» ) 6-  ' J / ^ 


5f  •v  V X 


.atq»«  , . :-uij.  ji:'M 

fe,  -teM  »»4»)  + .-^'r,,  - -»?+!«■ 
et  fai^a  fedu(fiione'  ^ ^ ' 

••j  i 


CorOll;'  'j  ili  . 

rsT'-  (J^ioJfi  'hic  fiiWdtur  oi~cy‘  dt  bizd-  tfy: 
per  flXpreffionem  fatis  firh pileem.  ' ,'  ' 

* ift  ?//•■- J+V.vj' ; V • • - • 

<^e  ■Condltibur'' p+adftlfi^iii  laWHaciaV',/*^^ 

appltrct..  Pet  difll+etitHatibiTern  cblMgfttA  '* 

hinc- 
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fO+ 

hincqae  : 

p* **  = - JC  j' V jp  y 4- je* , tt 
^pq-=zx  X — ^ V xy  ideoquc 
^pqx=.x  —xyV xy  ergo  • 

p*  4-  **  = 3 p ? 

Scholion. 

iaS<  Succeifit  ergo  folutio  , quando  aequatio 
quaecunque  inter  py  q et  x proponitur,  etiamfi  cafi- 
bus,  quibus  inde  neque  x neque  p elici  poteft,  difficultas 
quaedam  reftat , quae  autem  relolutionem  aequatio* 
num  finiurum  potiffimum  afficit,  quam  hic  inerito 
concedi  poftulamus.  Interim  ex  pollremo  exemplo 
' perrpicitur , quomodo  operatio  fit  infiicuenda , fi  ope 
fiibfiitutionis  idoneae  aequatio  propofita  ad  refolntio- 
nem  accommodari  queat , cui  autetn  negotio  hic 
amplius  non  immoror.  Neque  etiam  eos  cafus-, 
quibas  inter  p , q et  y relatio  quaedam  praeicribi- 
tur  , hic  feorfim  euoluam  , cum  d)  per  mutabilita- 
tem i|^rum  X et  y y qua  etiam  p tt  q permutan- 
tur y hi  cafus  ad  praecedentes  fponte  reuocentur. 
Superefi  igitur  cafus , quo  aequatio  inter  p y q et  z 
proponitur , vbi  quidem  fiatim  manifeftum  eft , iu 
aequatione  dz—pdx-{-qdy  y quantitates  p et  q noa 
Tti  fundiones  ipfarum  x et  y fpedari  poife  , quo- 
niam etiam  a z pendent , neque  ergo  earum  indo- 
les inde  determinari  poterit , vt  formula  pdx-\-qdy 
integrabilis  euadat.  Verum  fine  diferimine  conditio 

ea 
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ca  e(l  definienda  , Tt  aequatio  difierentigUs 
dz-pdx  — qdy  — o 

fiat  poflibiiis  ; ad  qutxi'ex  prlacipiis  fupra  (labilitis 
( 6 ) requiritur  vt  pofito 

(2-i)=Li  ot 

Lf+Mt-S=o  feu 

Quare  propofita  aequatione  quacunque  inter  et « 
eas  conditiones  in  genere  inucftigari  oportet , huic 
requiGto  fatisfiat. 

Problema  19. 

lap.  Si  pofito  dz—pdx-\-qdy  , debeat  efle 
p-i-q~^i  relationem  funftionis  z ad  vari^ea  je 
etj'  in  genere  inuefiigare. 

.Solutio. 

Cum  fit  q~^—p^  aequatio  nofira  hanc  in- 
duet formam 

dz—pdx—pdy-}-^-^  feu 
p[dx-dy)zz 

Quoniam  igitur  ambae  formulae 
dx—  dy  et  i-®  — 
per  ft  funt  integrabiles  , ob 

yff/.  III»  0 necefie 
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necede  cft  Tt  fit  funftio  qnantittti»  x — > , poiui- 
tur  ergo 

I-— yt  fiat 

Definiri  ergo  poteft  a per  * et  , et  cam  fit 
etiam  faoAio  ipfius  x—y^  fi  ea  ponatur 

=iF:(ar— erit 

z~e“  F:(af— j),  vode  fit 

et 

idcoque 

Tti  requiritur. 

' * * * 

CoroII.  I. 

* 30.  Ex  hoc  exemplo  intelliginir  , quomodo 
certa  fVincfiio  ipfarum  p et  y , quantitati  z aequari 
podir,  etiatrifi  p ct  f fiut  fuodione»  tpTarum  x ei  y. 
Simul  fcilicet  ratio  integralis  formulae 

dz^pdx-^-qdy 
introducitur  in  calculum. 


‘ Corofl.  a. 
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Coroll.  2. 

z. 

131.  Forma  F:(of-j')  pro  maiore  ipfiusas 
Hiueota  per  fan<aioocm  quamuis  ipfius  x—j  multi- 
plicari poteft.  Si  ergo  multiplicetur  per 

X — y *_ 

e • fit  zzxef'  F:(jc— j'> 

Sin  autem  multi|^icctur  per 

x—y  x_±y  ‘ 

*“  fit  z=e  F:(ar-j) , 
quae  formae  problemati  aeqne  latisficiunt. 

Problema  20. 

134.  Si  pofito  dz—pdx-Jr  qdy  i quantitis  s 
aeqoari  debeat  fundioni  datae  ipfarum  p et  ? , in- 
dolem , qua  « per  a;  et  j'  definitur , in  genere  in- 
▼efligare. 

Solutio. 

Ex  formula  propofita  habemus  — 

flatuatur  p~qry  vt  fit  z aequalis  fundioni  ipfarum 
y et  r,  et  ex  dyz=.^—rdx  elicitur 

- rx-\-f{^  -4-xrfr) , 

quam  formulam  iotegrabilem  reddi  oportet.  Cum 
igitur  z fit  fundio  data  ipfarum  ? et  r , pofito  r 
conflante  quaeratur  integrale  formulae  ^ fitque 

• /s^=±V-l-/:r 

O 4 mde 
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vnde  difierentiando  prodeat 

ac  iam  patet  efle  debere  ittleque 

obtineri 

quibus  duabus  aequationibits  rehitio  later  quantitates 
propofitas  determinatur.  Primo  igitur  pofito  p—qr 
datur  s per  9 et  r.  Deinde  fumto  r conllante  in- 
tegretur formula  ^ , fitque  integrale  rcfultans 
V , quod  etiam  per  y et  r datur  , vnde 

, fumto  q conftaBtc  colligitur Quibus  io- 
▼entis  erit 

*=:R-+-/:r  et  r , 

« 

Iicque  omnes  quantitates  per  binas  variabiles  ^ et  r 
determinantur. 

Coro  11.  I. 

. V33.  Quia  permutatis  ar  et  j littertc  p tt  q 
permutantur  , fimili  modo  noliram  inueftigaeiooem 
incipere  potuilfemus  ab  aequatione 
>dx  . 

p p * 

Bmilisque  folutio  prodiiflet  quae  quidem  forma  dt- 
verla  at  re  congruens  eflfet. 


Coroll.  s. 
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Coroll.  2. 

134..  lam  fcilicet  poGto  q~ps  , vt  fit 
d X — — — s dy  , erit 

lari)  fiimto  s conflante  ponatur  = U , quae 
quantitas  per  p et  x determinatur,  ex  ea  vero  pro- 
deat (^-|)-S  , erit 

y—S+f:s  et  jc==|-  -sy-{~V+f:f. 

Exemplum  i. 

135.  Si  # dfbeat  , folutionem  pr§ 

boc  cafu  exhibere. 

Pofito  p^qr  efit  «rray ( i-t-r) , nunc  fum- 
to  r conflante  erit : 

tt  K=z{~)--=aJq. 

Hinc  reperitur 

x=zalq+f':r  et  y-j~arlq-rf:r+a{i  + r)lq-\rf’r 
feu  yzza{i-^r)-\-aIq  — rf:r-\-f’r. 

Si  ‘hinc  q elidere  velimus  ob 
his  duabus  aequationibus  continetur 

O 3 • . - ■ : 
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Vnde  (equenti  modo  praecedens  folutio  elici  poteft  , 
ex  forma  priori  eft 

^ -7|-=: -/( I -t-r  )H- */:  fundt.  r 

ex  ambabus  vero 

Cum  ergo  tam  f-— Teu  ze  * quam  fit  fim- 
Aio  ipfius  r altera  forma  aequabitur  fiiudlioai  alte> 
rius  , 'vude  flatui  poteft 

«_ 

ze  F:(>’-ar)  feu  s— F:(/-a:)  , 

quae  eft  folutio  ante  inuenta. 

Exemplum  2. 

I3tf,  Si  prfno  dz  = pdx-f-qdjr  deheat  ejje 
*=:apq,  relationem  inter  Xy  y et  z inuejligare. 

Pofito  p—qr  erit  z—aqqr,  et  fumto  r con- 
flante fit  yz=zf^^:::zaqr  , hineque 
Quocirca  habebimus 

x=zaq-\-f':r  ctyz=:aqr—rf:ri-f:r, 
ieu  ob  erit 

aqq 

x—aq-\-i':-^  et  y—^ 

' “9'?  9 “99'  «99  aqq’ 

Hic  in  genere  notemus  fi  fit  f :rz:.Vy  ponamusque 
rzz:f':v  ob  dr  — dv¥":v  fore 

fir—fdrf^-.rzrfvdv  ¥“:vzz.vF‘:v  — Fv 
fcu  f:r  — vV':v—F:v  , • : • 

■hineque /:r-r/:r=-F:«.  Quare 
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Qaare  com  fit  f :rzx~aqy  fi  ponamus  nF^rCx-jy),  erit 
f:r—ri':r  — ~?:{x—aq)  et 
j~aqP-i,x-aq)—Y:{^x-aq)zXqfie  ,l 

zzz:aqqf^:(x—aq).  ' ■ 

S C h o H o n. 

• 1 

« >37.  Hae  pofiremae  formulae  iu  ftatim  ex  c(xuU- 
tione  quaefiionis  elici  pofiunt.  Nam  ob pz.~  erit 

hineque 

/=!■  - :-tI  )=r 

▼bi  manifefium  eft  efle  ^ futxftioncni' quantitatis  f-i 
Qiiarc  pofito  , ; 

» "it 

Quin  etiam  indidem  alia  folutio  deduci  potefi  pooenlo 

dx-“-^[dz~qdy)y  ' 

quae  pofito  z — qv  abit  iti  , , * 

dx=^^{vdq+qdv  — qdy)  f Tude 
x — aq+r^idy-dy). 

Quare  poqatur 

12=:/:(v— 7)  eritque  x:=aq-^f:{v-j)- 
* lam 


Digitized  by  Coogle 


iia 


C A P V T IV.. 


lam  reftituto  valorc  habebitur: 

j')  et  x-aq—f:[*-—y)> 

Prima  autem  folutio  ad  eliminanda  ? et  r eft  ap- 
tiflima  in  exemplis : Si  enim  ponatur 

erit  /:r=:aiVr+frd-<^; 

hinc : 

zznaqqr  et  ar::rfly+ 
lam  ob  fit 

xz=aq-\-bqy\^-\-c  et 
Hinc 

et  multiplicando  eliditur  q fitqne 
ita  Tt  fit 

b~\-V  az—V  [x—e){j—d) 
et  proinde 

« — (at  — cHjr  — Jl  — »ty(«-c»y-a)-^SS 
» — 0 

quae  fi  bzzczd-o  dat  cafum  fimpliciflimom  2=:»^. 


CAPVT  V. 
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CAPVT  V. 

D E 

RESOLVTIONE  AEQVATIONVM 

QVIBVS  RELATIO  INTER  QVANTITATES 

(H)>  (r*)»  et  binas  trivm  varia- 

:*  miVM  X , jyy  z QVAECVNQVE 
• • : • . DATVR. 


Problema  21. 

138. 

Si  pofito  dz-zzpdx-^qdy  y dd)cat  efle  px+qy:z9 
fur¥aioais  z iadokm  per  jf  et  / ia  gcflere  .m- 
Teftigarc. 

Solutio. 

Cum  fit  q——t~  erit 

dz=^dx-fJ^=:px(.^-^-p  fea 

xdz^py[^f^-^)-pydX. 

Vnde  pattt  py  efle  debere  funftioncm  ipfius  ^ ; ac 
fi  ponatur  fore  Perpetuo  fcili- 

Vot.  J/L  P 


XT4-  C A P V T r. 

cet  in  defignaadts  fimdienibus  hac  lage  Ttemnr» 

TC  fit 

d.  f:v  — d vfi  v 
ficque . porro; 

d.f':vzzdvf":v  et  d.f':v  — dvf":vttr, 

f'j  denotat  funftioncm  quamcunque  homoge*’ 
neam  ipfarum  x ct  y nuliius  dimenfionh  , ac  fi  4t 
ftierit  talis  fnn(aio  quaecimque  , et  diifttientiand&' 
prodeat  dzi:pdx+qdj , iemper  erit  px-{-qy~o.  ■ 

CorolL  I. 

139-  Qaodfi  ergo  z fuerit  fundbio  homogeaek 
nullius  dimenfioois  ipfarum  ar  ,et  ^ , ob 

« »=(f^)  «it 

quam  Teritatem  quidem  iam  fupra  cSicuimua» 

CorolL  2. 

X40.  Tum  vero  cum  fit 

P=Ff--r  <=<■  i = wf-ir- 

erit  p fuodio  homogenea  ipfarum  x et  / noirert 
dimenfionum  — -i  , et  fi  fit  q — ~itf^  ip&  fun. 
ftio  z repetitur  ex  integratione  zzzfpyd.i.. 

y 

Scholitxu 
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Scholion. 

14T.  Simili  nrodo  foluicur  problema,  fi  pofito 
^xr^pdx-^qdy  , fieri  debett  mpx+nqyzza.  Tum 


«nim  ob  q^~ 

' ny 


■m  p X 
»> 


•em 


ady  , • mpxdy  ^ 

dzz= ^pdx fea 

tty  ^ ny 


'ttdy  px  ndx  mdy  ady 


tf 


n ' * 

Tnde  folutio  praebet 

pv'*  'tf 


A — 


nx 


Quia‘eti«m  lioc  generalius  problema  reiblui  poteft 
quo  efie  debet. pX+^Y:rA-;  exiftente  X fundione 
jpGus  a:. et  Y ipfius  Cum  enim  inde  fiat  -ff, 
tcit 

■ 4lz=h^+pix-tS^=i4J‘+pX{‘^-p).  , 
Statui  ergo  debet 

indeque  fit 


Problema  22. 

14.8.  Si  pofito  dz—pdx-f-.qdy  debeat  efie^^ 
iequale  fundioui  datae  cuicunqoe  iplarum  x et  j'  , 
indolem  fundioois  z in  genere  inuefiigare. 

P a Solutia 
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Solutio. 

Sit  V ifta  fiinftio  data<  ip&rum  X et  jr , Tt  fit 
pV  et  habebitur  dzzz-pidx-^-y dy).  Dabitut. 
iam  multiplicator  M itidem  fundtio  ipfarum  x et 
ft  f\[dx-\-\dy)  fiat  integrabilc.  Ponatur  ergo 
U[dx~\-Vdy)z^dS  y ac  dabitur  etiam  S fiioftio 
ipfarum  x tty.  Cum  ergo  fit  dz-^n^  perfpicuum 
eft , quantitatem  ^ aequari  debere  fundlioni  ipfius  S| 
quare  fi  ponamus  fiet  z-f:Sf  indcque  erit 

pzzMf  iS  et  q~MWf:S^ 

C o r o i L r. 

143.  Hoc  ergo  cafu  funAio  quaefita  z fiatittf 
inucnitur  per  x et  exprefla,  quoniam  S per  a;  ety 
dotur>  Fieri  autem  - poteftr  vt  S prodeat  quantitas 
tranlcendens ; quin  etiam  tt  per  methodos  adhuc 
cognitas  multiplicator  M ne  inueoiri  quidem  pofiit. 

C O r O I L 2. 

if4.  Si  V fit  fundlio  nullius  dimenfionis  ip- 
farum jc  et  j- , erit  Seu  pofito  Xz:vy, 

fiet  V fundi  io  ipfius  v , et 

</Sr=  JVI(j'  dv~\-vdy-^Wdy). 

Qpiatur  critque 

S = — ri-  ; vnde  reperitut 

zzzf(h+fr^). 

Scholioo. 
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Schojlion,  ■ “ ' 

145.  Ob  ^mnitabilitattnt  ipfafunT  ^ crxltcin 
f ct  y\  firaili  modo  fequenti*  problenatai  ’refelui 
|)oflunc:  r 

I.  Si  debeat  eflc  q-r^xV , «xiffenttf  V - ftmdiooe 
quacunque  ipfarum  p et y , confideretur  forma,-  -jO 

z=:px+fiqdy-‘xdp  )-=.p  x-^f x(  V ); 

Quaeratur  multiplicator  M Tt  fit  ' . r 

M(Vdy-dp)=:dS 

erit  S funftio  ipfarum  p et  y at<pie  - ‘ » 


z=px^r-4rf  - ^ 

ex  quo  colligitur  haec  folutia 

i S et  *=:p-M/;  S -Jr/:  S.  • 

■''.1  . 

II.  Si  debeat  eflc  exifteote  V fun<Jlione' 

quacunque  ipfaruin  x et  . G>qfideiietur  forma 

Z=qy'i-/(pdX’~ydq)z=fy-t/pUJK-ydq)> 

Quaeratur  multiplicator  M Tf  fir  " ' 

M(dx-^vdq)  =ds  ■ 


erit  S funaio  ip&rutn  * et  q et 


Quare  fit 

. P 3 


foti 
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fca  ob  p = ^ erit 

^.j  = MV/:S  et  * = f M V/: S 4-/: S. 

III.  Si  Jcbcat  cfle  >z=xVj  exiliente  jV  fundi«o« 
quacunque  ipiarum  p et  conGderetur  haec  foiou^ 

' -,Zzipx-^qy-rrf{xdp^xVdq). 

Quaeratur  multiplicator 'M  Tt’ fiat  . 

Jlli{'<tp^W  dq)=^dS 
orit  S fun^io  ipiarum  p et  ^q  tt 
,z=px~^  qy-f^^, 

rnde  haec  folutio 'nafcttur  ‘ ■ 

•-■=zf:S  ct  z=px  + qy-^f:S. 

• Omnes  hi  cafus  huc  redeunt,  M quaternarum  qaan- 

• titatum  p,ar,i?  vel  tcI  vePf  ae- 

. quctur  funaioni  cuicunquc  binarum  reUquarum. 


■ rroDiema  '55. 

requiratur  tt 

•»t  frpV+U,  exiftente  tam  V quam  U fimaione’ 
quacunque  Wnarum  variabilium  «'et;/,  indolem 
AinAionit  z in  genere  inuefligare. 


Solutio. 

Cum  ob  y=rpV-f-U  fit 


quae-' 


\ 
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foaeratur  primo  multiplicatoB\J[^  formnlam 
redtkas  imegrabilem-,  fitque 

M(dx+Wify)—dS^^ 

erant  vM  et  3 fun^iones  etif,  fietqae..'^ 

dz=:^^ +Udj. 

Cnm  iam  (it  S fundio  ip(aram-jr«t  inde  x per^ 
et  S definiri  poteft  quo  TaloK . introduAo  fient  U 
et  M fijhftiones  ip(arum  y et  S'  Nnnc  fumto  S 
conAaote  , integretur  formula.  U i/,  fitquo. 

/U<r  = PH-/;S,. 
tc  pofito  ' 

T = U W ifS  , fiet 
t = Wri-/jS  et  « = 

fcque  omnia  per  binas  variabiles  / et  S ocprimentnri 

Cor  o l i.  Ii 

r47;  Datis  ergo  binarum  variabitium  x t\  y 
fandlionibus  V er  U'  yt~  fit’  f^pV-f-U-,  (oiutio 
ptoblematis  primo  pofiulat Tt  multiplicator  M ior 
'Vefiigetor  formulam  dxAr'S dy  integrabilem  reddens^ 
quo  inuento  lubebituc  fundio  S carundem  variabi- 
lium * et  / , vt  fit 

• S=/M(rf*-+.  V^>). 

\ 

CoroU.  i. 
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X •'  *>  : Coroll.  ■ 2. 

148.  In  hunc  finem  coirfiderari  conncniet  ae- 
quationem differentialem  </jt  , .haec  enim 

fi  joiagvari  ^poterit  g^  fimul  inde  >co|ligi  poteft  rnulr 
ti plicator  ^ , vt  formula  M.{dx~{-y,djf)  fiat  ve- 
rum diffcrentiale  cuiusdam  fundtiouis  S quae  propte- 
«ea  tbinc  inusnietur. 

^ ) ■ CorolL  ^ 

Z49.  Inirenta  porro  hac  funftione  S,  quanti- 
tas * per  et  S exprimi  debet , ita  vt  ;c  aequetur 
fundioni  ipfarum  y et  S,  quo  valore  in  quantitate  U 
fubftituto  , quaeratur  integralc  (pedata  S 

Tt  conflante  , ficque*' obtinebitur  T 'fundio  ifHarum 
7 ct  S.  , — : . . ■ . . i 

, Coroll. .4. 

Z50.  Denique  inuenta  hac  fundione  T fit 
Wr=(j|)  vnde  randeiincollgitur  folutio  problema- 
tis his  duabus  formulis  comenta : 

^ = et  x=T-4/:S  . 

yhi  cum  S fit  fundio  ipfarum  x et  , pro  z fla- 
rim repetitur  fundio  ipfarum  x et  y. 

Coroll.  5. 

151.  Si  U fit  fundio  ipfins  y tantum,  non 
opus  efl  illa  expreflione  ipfius  ar  per  ^ et  S , (ed 
Tzz/XJdy  erit  quoque  fundio  ipfius  y tantum, 

hinc 
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hinc  Wr:(^)^o.  Hic  autem  cafus  manifefto  re- 
ducitur ad  pcaeccdeatem  ponendo  z loco  z—fUdy. 

Exemplum  i. 

X5B.  Si  pofao  dzirpdx-i-qdy  dehent  eji 
indolm  fun^ionis  z imeftxgare. 

Hic  ergo  eft 

V=|.  ct  U=^  j ^ 

▼nde  dv 

/f  * -+- V i/ :=  X -f- 

«rit  inult' plicator  M=jf,  k d^^yix^-Vxiy  hinc 
$:zzjcy , ficque  habebitur 

x = f ct'  U=^ 

lam  eric 

T=/-urf,=r’-^=^  et  vf^rA- 

Quare  pro  folutiooe  huius  exempli  habebimus 

J=n4-+/':S  « 

feu  ob  S—Xy  erit  » 

Exemplum  2'.  ' ' 

153.  lyi  pg/ito  dz=:pdx-4-qdy  debeat  ejje 
px-+'qy=nV{xx-hyy)  imMem  fun&ims  z in- 
vefiigare, 

' Yal  ///.  Q Cum 
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Cum  hic  fit  «it  . 

' et  U— =-V(Aa-+^j')-  ' 

Ergo  , qQaie  capiatur  M=* 

yt  fiat-  - • . ' : 


iS-iS-’J^  ct  S=^  ■ - . ■ 

y 03  3 

Hinc  oritur 

a:  =:  Sj»  et  U rr  « V ( i -f-  S S ) > • • •" 
ideoque  pofito  S conflante  erit 
T^/■U«.=vV(I-^SS).  « .W  = (g)=:,-fl^j5i 


ita  tt  (biutio  noflrae  quacftionis  fit 

.ct\-nyy{i  + $S)+fiS. 

Cum  igitur  fit  S=j  , erit 

z^nV{xx+yy)-i~f:^  ; 

' 'f . * • ^ ' I 

vbi  /:  |-  denotat  fuudionem  ' quamcdnque  nttlliq* 
dimenfionis  ipfarum  a:  et/.  ^ 


Exemplum  5. 


154.  Si  pojito  dz=rpdX-+-qdy  dededi  ejje 
pxx+qyy=:nxy  funQimt  z indolem  inueftigare. 


Cum  fit  erit 

V = =^  et  Ur=2-* 
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Quare  ob  dS=:M(dx—  caplator  jM 

Tt  fiat  S=rj— i“ ‘Hinc  etit  ' . **  • 


» — y S et  of  _ , , 

n 


ideoqoe  ' Shmto  igi^.  S ‘coiiffaitte  ha- 


, r A •« 


bcbitnus 

T=/'n^=-M'-S/)  et  . 

W=+,-!«»-S^)+Jrr“srr’ 

Confcquenter  ob  ’ ' < . ' 

s = et  i-S/  = t,  : , . 

folutio  praebet 

zz=  It.  4- f;  • 


SchoHon. 


15  $•  Ex  folutione  huius  problematis  etiam 
haec  quaeftio  latius  patens  refolui  poteft.  Sint  P,  Q 
item  V y U fun<^iones  quaecunque  datae  iplarum 
a:  et  , et  quaeri  oporteat  functionem  z yt  fit 

dz=?dx  H-  L ( V dx-{-  U </y) 

fcu  quod  eodem  redit,  funCtio  L inueftigari  debet, 
■vt  ifia  formula  differentialis  integrationem  admittat. 
Ad  hoc  praedandum  quaeratur  primo  multiplicator 
M formulam  Ydx-hUdj  iutegrabilem  efficiens, 
ponaturque  <fS=:MCV</x-t-U</y) , -vnde  fundio  S 

Q a repe- 


i»4-  CAPVT  V. 

\ 

reperietur  per  et  / . cxprefl&.  Ex  ca  qnaeratur 
Talor  ipfius  a;  per  > et  S ex|»:eflus ; et  cum  fit 

dz—Vdx-\-(^dy~ir^-^  , 

liic  Tbique  loco  x valor  ille  fubfiituatur ; fit  autem 
inde  dxzzEdy -^YdS  ^ vnde  etiam  E et  F iantH 
tefeent eritque 

</a=:EP<y4-Q.<X4-FP<^S-t- 
fumatur  quantitas  S pro  confiante  fitque 
T— /‘{EP-hQ.Xr  erit 
* = T-t-/:S, 

quod  quidem  ad  folutiooem  fiifficit;  fed  ad  L io- 
Yeniendum  , di&reotiecur  haec  expreflio  : 

ac  neceffe  efi  fiat 
idebquc 

L -F M P-d- M H- M/:S 

Ceterum  ob  permutalMlitatem  ip&rum  p,  x^tt  <fy  y 
etiam  hinc  fcquentia  problemata  xeiblut  poffuntjquae 
propterea  ftruiim  percurram. 


Proble- 
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. Problema  24. 

Si  poTito  dz=zpdx-\-qdy  requiratur  Tt 
fit  ^rrVjf-i-U  , cxiftente  tam  V quam'  U fun<iiionc 
quacunque  data  ip(vum  p et  / , iuucftigare  indolem 
fiiu&ionis  quaefitae  z. 

Solutio. 

Vtamur  formula 
z—px-\-f{qdy-^xdp)y 
et  cum  loco  q valore  fubflituto  fit  • 

f[qdy-xdp)—fVxdr—xdp-\-Vdy) 
quam  formulam  iotegrabilcm  reddi  oportet.  Sit  ea 
breuitatis  gratia  "b  , et  cum  fit 
d ^ z=.  x{\ dy  — dp)-^\idy 

quaeratur  primo  multiplicator  M formulam  Vdy-ip 
integrabilem  reddens  , ponaturqoe 
dy-dp)-dS, 

Ccque  S d^itur  per  > et  p;  Tndc  p elidatur  per  jr 
et  S expreffum  , quo  valore  ibi  fubftituto  erit 

d^=Ll^-\-Udy. 


Itm  fumto  S confiante  fumatur  intcgralc 
f\}dy  =:  T-h/:S,  eriique 
i=(g)+/:S  et  ^=T-^/:S. 


Strutio 


/ 
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Solutio  igitur  per  bioas*  variabiki  /'  et  S ita  Ce 
habebit 

:r  = M(5|)-t-M/^S  ct  «=pje4«T-f-/:S  ■ 
tbi  nunc  ‘quidem  S per  p et  datur.', 

f , 

Problema  25. 

• 

157.  Si  pofito  dzr^zpdx^i-qdjf  requiratur  vt 
fit  p=rVj'-t-U  exiftentibus  V et  U fiin<aionibns  da- 
lis  ipiiuum  x et  q,  indolem  fumaionis  z inuelligare. 

Solutio, 

Vtamur  iam  forma 
'x  = qj-hf{pdx-jidq)t 
|)enaturque  formula  ad  integratiooem  perducenda 
fipdx-^jdq)  — ^. 

Hinc  pro  p Talorem  alTumtum  rublliaiendo  erit 
d^—Vydx+lJdx-jdq-ji\dx--dq)‘\.\Jdx. 
Quaeramus  multiplicatorem  M vt^-fiat 
M{V  dx-dq)~dS 

ac  tam  M quam  S erunt  funAibnes  ipfarum  xeiq, 
ex  quarum  pofleriori  valor  ipfius  q per  a*  et  S ex- 
prelTus  eliciatur  , in  fequenti  operatione  pro  q fub- 
llitucndus.  Scilicet  cum  nunc  fit 

fumto 
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■fijttito<S'contece  qaaoratur  fitqoe 

^i=T+/:S,‘  ' . • 

▼nde  cdlligifur  ' ■ ' ' ^ ‘ 

^rz^(^)4-f;S  et  zrzfy-^T-^fxS,  ■ 

ac  nunc  quidem  pro  S valorem  in  x et  q r^itoere 
licet.  • ' 

Problema  26. 

158.  Si  pofito  dz—pdx  -\-qdy  requiratur  vt 
fit  j^rrVx-i-U' exiftentibus  V et  U fin(aionibus 
quibuscunque  datis  ipfarum  p et  q^  indolem  fundtio» 
nis  z in  genere  inuefiigare. 

Soltitio. 

Hic  Ttendum  eft  formula-  ' 

z—px-^  qj!  f{x  dp-^y  d q) 

flatuatur  J[xdp-\-ydq)^^  ^ efkque  prd  j'  valorciil 
praefcriptum  fiibllituendo 

d^  xzxdp-^Wxdq~\-Vdqi 

Quaeratur  iam  multiplicator  M formulam  ip-\‘Vd^ 
integrabilem  reddens,  fitque 

M { <//>  -f-  V ^ , 

Tbi  M et  S per  p et  q daburitiir ; e't  ex  j^flendti 
eliciatur  valor  ipfius  p pdlr  ^ et' S exprelTus',  quo 
deinceps  vti  oportet.  &ilic«c  cum  fit 

fumto 
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futnto  S conflante  integretur  formula  , fitque 
T=/Urf?,  erit  ^=T-i-/;S  hincque 

|=r(g)+/':S  ct  z-px-\rqy-'V-f'S. 

Omnia  ergo  per  p et  vnde  M,S  ct  T cum  (j|) 
dantur , ita  determinabuntur  \t  fit 

Ar=rM(^)4-M/':S ; et 

zz:.px~^qy—T  —f:S. 

Exemplum. 

159.  Si  po/ito  dz=pdx-f-qdy  debea$  ejji 
px4-qy=:apq  indokht  fun^ioms  z imftigare. 

Cum  ergo  fit 

/ = + erit 

V = r^  et  V = ap.  ' 

Quia  nunc  efle  debet 

capiatur  fitque 

s = f et  p=Sqx 
Hinc  U=(zS9  et  fumto  S conflante 
T—fVdq—laSqq  p 
ideoque 

' - Q^ 
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Qnocirca  pro  folutioo^  habebimus: 

i y^lap-  et 

Z-px^qy-{apq-p-  — \apq-f'X. 

Per  redu(5tionem  auterh'  fupra  traditam  habebimus ; 
j:^{aq-- x)^'l{qx -'iOqq)  ct 

• Z — qy’^^'.(,qX-iaqq). 

Scholion. 

i5o.  Qiiatuor  problemata  haec  couiundim 
conCderata  admodum  late  patent,  atque  pro  formula 
dz—pdx~\^qdy  omnes  relationes  inter  /»> ?,  ar  ,et  jr, 
compleduntur  ‘ in  quibus  vel  x et  , vel  p et  ,, 
vel  X et  7,  vel  p et  ^ nu^uam  vnam  dimenfionem  fu- 
perant.  Ex  quo  faepe  fieri  pote  fi,  vt  eadem  quaeftio 
per"  duo"  pluraue  horum  quatuor  problematum  re- 
folui  poflit’;  veluti  euenit  in  exemplo  hoc  pofiremo, 
in  quo  cuni  non  folum  x et  etiam  x et  q^ 

itemque pet  y nusquam  plus  vna  dimenfione  occupant, 
id  ad  tria  praecedentia  problemata  referri  queat,  haec- 
que  conditio  primo  tantum  problemati  aduerfatar. . 
(^uod  fi  autem  inter  p , 7 , x^y  haec  relatio  prae- 
feribatur , vt  efle  debeat 

apx-\-^qy-Yap-\-bq~\-mx-\-»y-\-i;rzo  , 
refolutio  per  omnia  quatuor  problemata  aeque  in-, 
ftitui  potefi.  Verum  etiam  refolutiones  inde  ortae» 
etiamfi  forma  diferepent , tamen  per  rcduftionem 

• VpL  III.  R aute 
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ante  expoGtam  ad  ccmfeiiruin  reuocari  pofTunt.  At 
fequens  cafus  latiflitne  patens  refolutiooeia  quoque 
admittit , quem  propterea  euoloi  conueoiet. 

Problem|a  a/. 

itfx.  Si  pofito-  dz:::pdx-^qdy  inter  p%  f 
tt  X yy  eiusmi^i  relatia  detur , Tt  fiin&io  quaedam 
ip&rum  p et  x aequetur  fundioni  cuipiam  iplarum 
q cty  i fundionis  x indolem  ia  genere  inueftigare. 

Solutio* 

Sit  P fundio  illa  ipfirum  p et  x , et  Q fiin-^ 
dio  illa  iplarum  9 et  quae  inter  fe  aequales  effia 
jfcbenr.  Cum  igitur  fit  Pz:Q»  ponatur  vtraque  -v, 
xt  fit  Prrv  et  Ex  priori  ergo  p definire 

licebit  per  X et  st,  ex  pofteriori  vero  9 peryetvt 
quo  fado  in  formula  dzzizpdx-^qdy  y cum  p fit 
fondio  ipfanim  x et  « , integretur  pars  pdx  fum- 
tn  V confiante  fitque  fpdx—K  , fimili  modo  cum 
9 fit  fundio  ipfarum  > et  s;  , integretur  quoque  al- 
tera pars  qdy  fumto  v confiante , fitque  Jfqdy—S  ; 
erit  ergo  R fundioni  ipfarum  x et  si , et  Srr 
fuadioni  iplarum  y et  v.  At  fumto  etiam  v var 
riabiti  fit 

dR—pdx-i-W dv  et  dS~qdy-hUdv  y 
vode  colligitur 

/a=dR-^dS-ds>(V-l-U)  , 

qvae 
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i}aae  forma  quia  integrabilis  e(Te  debet , oportet  fit 
V-i-U=r/iv.  Quare  folutio  problematis  his  dua- 
bus aequationibus  contiuebitur: 

V-hU— et  »=R-4-S-/:v. 

Scilicet  tum  p , R et  V deutur  per  ir  et  v ; atque 
y , S et  U per  et  « , per  aequationem  prioKm 
definitur  v ex  x et  y qui  Talor  in  altera  (ubftitu- 
tus  determinakt  fundiioaem  quaefitam  x per  x et  /. 

Coro  11.  I. 

iffa.  Quoti»  ergo  q eiusmodi  fon«ftioni  ip(a« 
Tum  p y X y y aequari  debet , vt  inde  aequatio  for- 
mari poflit , ex  cuius  altera  parte  tantum  binae  lit- 
terae X et  pt  ex  altera  tantum  binae  reliquae  j', et  ^ 
xeperiantur  problema  refolui  poterit. 

Coro  11.  2. 

i<73.  Si  fiinAio  illa  binarum  litterarum  p et  Xj 
quam  pofui  P,  ita  fit  comparata  y vt  pofita  ea  -v 
inde  fitcilius  x per  p et  « definiri  poflit  j tum  vti 
conueniet  formula 

zzzzpx-\-f{qdy-xdp)y 
et  euolutio  perinde  fe  habebit  atque  ante. 

' R ft  Coroll.3. 


Digitized  by  Googie 


Z32 


C A P V T V. 


CorolL  5. 

i6/^.  Simili  modo  fi  ex  funftione  altera  Q-o/, 
quantitas  y Acilius  per  q it  v definiatur  , retolutio 
ex  forma 

zzxqy-^f{pd  x^ydq) 

erit  petenda.  Sin  autem  vtrumque  eueniat , yt 
tam  .V  per  p et  V quam  y per/  q it  v definiatur  , 
'vtendum  erit  formula : 

z=px  qy^f{xdp+ydq). 

Scholion.  ' 

16$.  Problema  hoc  innumerabiles  conlple<^itar 
cafus  in  praecedentibus  non  comprebenfos  ^ ^ atque 
etiam  eius  folutio  diuerfo  nititur  fundamento.  Inte* 
rim  tamen  longifiime  adhuc  difiamus  a folutione 
problematis  generalis  , cui  hoc  caput  efi  deftinatum 
et  quo  in  genere  folutio  defideratur  , fi  inter  qua* 
ternas  quantitates  p , ^ , x ^ y aequatio  quaecunque 
proponatur } quae  autem  ob  defe<flum  Analy.eos  ne 
fperari  quidem  poffe  videtur;  Contentos  ergo  nos 
elTe  oportet , fi  quam  plurimos  cafus  refoluere  do- 
cuerimus. Quo  autem  vis  huius  problematis  magis 
perfpiciatur  aliquot  exempla  adiungamus^ 

Exemplum  i. 

166.'  Si  pofito  dzrrpdx-{-qdy  ejfe  debeat 
indolem  furUlioms  z inuejligare. 

-<.  ■ .5  Quia 
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Quia  hic  p i x tt  q,  y ftparare  licet , cum  fit 
ponatur  vade  />  per  a; 

et  V , et  ? per  /■  et  v ita  deftnitu^  vt  (it 

r a an  • a a ^ 

ideoque  • ’ “ • ’ • ' • . ‘ ' 

dz=.  -4-  ^221?, 

Hinc  colligimus  | 

z — -JeL- _4_  ?Jii -4- -L-  f(*LLl  — yVv  ) 
ficque  >*  debet  e(Te  fundio  iplius  v.  Ac  polito 
*-L  -/  =f:  V feu  / = ^ v erit 

Corollarium.  •' 

iff?.  Hinc  facillime  v eliminatur  , fi  ponatur 


f':vzz:^~~c'  hincque  f:v 


-b* 


— c V. 


lam  prior 

a«  — !i» 


aequatio  dat  y*—c"=z’L^  ^ vnde  vv_^yi^-^  , 
et  ob 

^aaz-  =z  a V ( /-0 » 

Exempliim  2,  ' | ^ • 

• - \ 

i68.  Si  pofit^  dt—vdx+<\dy  debe/tt  fjjh 
q = iV(xx-r-yy— aapp)  inueftigare  indolem  jun-  . 

Condi- 


(7ionr.f  z. 


R 3 
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Conditio  praefcriptt  redit  «d 


- bbqq—yjfzzxx’~4app:=iv 
Tnde  elici  mas 

q—\^iyy-^v)  ct  p=iV(jfx-»). 

Nunc  vero  eft 

rpdx^\fdxy{xx^v)=:i-x^^{xx--v)~-^^f;^ 
fimili  modo  eft 

- fq^y-=hy  n^(  y +>'  ^yy +«^))=s. 

Quare  cum  Iit 

V = (J»)=  nrfSl=^i- 

. I - T> 

^4«C*-*-V(**— T»J)V(X*— ® J 

quae  reducitur  ad 

' V = -;l-;ii(*-t-y(XX-»)) 

iimilique  modo 

u = ( J|)  =-t- 4- ^ -H  V (i'/ + V)) 
yhi  cum  V4-U=:/;«  erit  ^ 

f 

_ +L * 

(-«f+y^jfjr— v;)*’ 


▼ude 
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Tnde  Talor  ipfiu»  9 per  x et  jr  determinatur»  Ex 
quo  taudem  colligitor: 


ftu 


a«  ' *%!>  , , 

(jf+VUr-v))’* 


%b 


* t.  ^ y.  ^ (a-b)v 


Scholion. 

>■ 

1(^9.  Haec  folutio  2 formuli»  logacithmicis  Ii> 
berari  potell  hoc  moda  Ponatur 

TC  fit 

(y+y(y.y  + v))'[  - 

‘ ""  (jf  -i-  V (xr  - V ) ? 

▼nde  V datur  per  r»  Tura  \e«>  fic  ^ et 

ob  erit  r 

/«  d v/':  V = vf:  9-ft  V =:>^'  = F ' 


• \ 


ficque  ecit 

*=iy(,,_o)+XV(,j,+„)_t^»L'-+F:», 
tbi  cft 


..I.  fy+V(n'+v>)» 
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vnde  X er  w per  x et  y definiri  poteft.  Hinc  fta- 
tim  patet  fi  capiatur  F^:iro  , fore  v^o  ^ ¥it~o 
et  i hincquep— ^ et  , quopa^o 

Ttique  conditioni  pracfcriptae  iatisfit.  tirerum  'haec; 
ratio  quantitates  logarithmicas  ' elidendi  naaxinte-  eft 
notatu  digna  et  in  aliis  cafibus  vfum  ampIi(Etnum 
habere  poteft.  , 

Exemplum-  ‘5/  ^ ^ 


t*jo.  Si  pofito  dz~^pdx'4~qdy  dehcot  tjjc 
»’"y"=:Ap^q’'  indolem  fun^ 'tonis  z inuejligare. 

.1'  ' 

Statuatur  ergo 


«t  hinc  deducitur 


polito  A=fl*.  Vnde  habebimus 


|xa:  ** 


/pdx:=  

. (w+|i)v’  ,w+p.‘'  V’’ 


/£-4^  «> 


vy  ^ 


- 


Quocirca 


Digitized  by  CoogI 


C A P V T V. 


*ST 


<(^ocirca  erit 


«HU, 


ftJT 

l- 


l^V 


/av[ — t 


te  Tt  II  flatuamuf 
2rti 


futurum  iit 


=f:m 


yy  * 


^ — p.ar  **  1 , <•  ' 


pro  cafa  Cmpliciifimo  ponamu*  et  /;v=:o 

«ritque  ' 


(om  Tcro 


♦ Z 


_ 1 ]BL  « + ? y 

- fH-"*"**)  , ./  NJ. 


Fol.  I/i. 


(«+|if(a+y}»A/^ 
S Pxo-' 


I 
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Problema  28. 

171.  Si  dz.~pdx-{-qdf  y intCr  J),  q 

et  X , 7 eiusmodi  detur  relatio  p ct  q acl^uen- 
f tur  fiindionibus  quibusdam  ipfarum  x , ^ et  nouae 
var‘abilis  v , explorare  cafus , quibus , indolem  fun> 
ftionis  t inuefligare.  HcetL 

S o 1 u t i o.. 

Cum  fit  p fiindio»  iplarum  x %y  tt  v y (jje- 
dlatis  y et  V vt  coDlbintibus  ^ quaeratur  integrale 
Jpdx~?  ^ fitque  fumtisr  omnibus  variabilibus 

d?—pdx-¥-Kdy-\^mdv 
Tode  ft  pro  pdx.  valbr  fubftituator  , erit 
d s P -1- (f — R ) «(r — M 

Quodfi  iam  cueniat  vt  R fit  tantum  funftio  ip- 
farum 'et  V cxclufa  X,  fumto  « conflante  quaera- 
tur/(^- R)<^-—T  fitque  deinceps 

dT  — [q—K)dy  dv: 

Hinc  valor  ipfius  {q—K)dy.  ibi  fubftitntui  dabit 

quae  forma  quia  intcgrabili&  efle  debet  flatuatur 

M-l-V— /';«  eiitquc  s— P-f-T— /:c. 

« 

Ex  operationibus  autem  fufeeptis  dantur  P , R , M 
per  V X , ct  V , at  T et  V per  et  « tantum  ; 

ac 
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•c  refblatio  fticcedit , (I  oiodo  in  formi  non 

amplius  x continetur.  Pari  ratione  fplutio  fucce> 
det  y fi  M tantum  per  y v detur  ; tum  eniip 
exj  conibnte  quaeratur  f M.dvzz.h  ^ fitque 

= M 'erit 

ponique  conueniet 

y -- R -h  N =/';j 
▼t  fiat 

* = p— m-Ztj'. 

Simili  modo  ab  altera  parte  f^dy  ealculiun  ind* 
pere  et  prolequi  licet.  ..  . i 

Introducendo  autem  funftionem  ipfihrtim  x , y 
et  V indefinitam  K negotium  generalius  confici  po* 
terit ; Sit  enim 

iilli=z¥dx-^Cdy^lidv, 

■ ^ 

ac  confideretur  haec  forma: 

dz-hdK=(p-hF)dx-i-{g-hG)dy-{-l{dv. 
Nunc  fumtis  y et  v conllantibus  quaeratur 
/ip^F)dx=? 
litque 

dP~[p-\-  Y)dx+'R.djf‘^Ti\dv , 

▼nde  habetur: 

</s+</K=:  </P -!-{?+ G - R )fl[y -i-(H 

S a Quod 
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Quod  fi  iam  eueniat  vt  vel  q-^G—K  ycI  If— RL 
tantum  binas  variabiles  et  v exclufa  x contincati 
Befolutio  Tt  ante  eft  ofienfum  , abfoiui  poterit. 

Problema  29.^ 

172.  Si  pofito  iiz—pdx-{-qdy  relatio  detuc 
ihter  binas  formulas  diffcrentiaks  /r,  ^ et  binas  va- 
eiabiles  x et  2 , vcl  y et  2 , folutiouem  problemati»> 
quatenus  fieri  poteft  , perficere.. 

S o 1 u t i o. 

Ponamus  relationem  dari  inter  p ,'  f et  ar , z;-, 
atque  bone  cafum  fiicile  ad  praecedentem  rettocara; 
licet.  Confideretur  enim  haec,  formuk- 
dy  =1  dz-Pd* 

QZ.  principali  deriuata  ; Toccturqoe. 

j-  = m et 
'H  habeatut 

dyzzmdz-\-ndx;  et  oh 

9-^  et  p=-^„ 

relatio  propofita  verfabitur  inter  quaternas  quantitate 
tes  w , n , 2 et  a:  ideoque  quaeftio  omnino  fimiliS' 
eft  earum  , quas  antea  tradhuimus,  hoc  tantum  di> 
Tcrimine  , quod  hic  quantitas  y definiatur  , cHim  ante: 
eftet  2 inueftigata.  Quoniam  autem  ifta.  determinat 
tto  per  aequationes  ^Ibluitur , perinde  eft  virum' 
tandem  iude  s.,^an  jf.  elicere  velimus.  QUodfi  crgo> 

luc: 
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hac  reductione,  ftdla' qaaeftio  in  cafus  ante  pertraCla* 
tos  incidat,  methodis  quoque  expofitis  refoiui  poterit. 


Exemplum. 

X73-  Si  Pfito  dx=pdx-hqd7 
qxz=aap  , indolem  fmSiom  z inuejligare. 


Confideretur  formula  dyzzi^  — rl»;  lanii 

fi 

£-  — fl? 

« r=n‘-r-’-a?)  « ««■ 


em 


q «a 

/xxdx  «»»  rx  X Jg 

a a ””  T»a”  » a a 


f 

; ergo 


* JL* 

aa* 


Ponatur  ergo> 

>4-  — r=  /':ar  erit  y =:  r : ar- 

ex  qua  aequatione  vtique  a per  x ct  y definitur;- 
Sf.pro  caTu.  fimplicioti  fumamus /:b~ ^>4-«*- erit  ' 

^ \ taa*  laaa  — sx  ’ 

et  fumtis  az=:o  et  ^=0  pro  cafu  fimpliciffim^ 
•rit  Hinc  autem  fit 


«r=rfc±iiL2 

«• 

i.  = 

a »- 


et  ?=-=^ 
et 


Ergo* 


• « 


5^3,  . CAPVTVIi- 
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D E 

RESOLVTIONE  AEQVATIONVM 

QVIBVS  RELATIO  INTER  BINAS  EORMV- 
LAS  DIFFERENTIALES  (Jj:),  ET 
OMNES  TRES  VARIABILES  x,  y,  x 
qVAECVNQVE  DATVR. 


Problema  50. 

«74. 

Si  pofito  dz"z:.fiX’^qdy^  ^d>eat  elle 

iDddem  fun^onis  z in  genere  inueRigare. 

Solutio. 

Ope  reldtloais  datae  elidatur  wcl  -p  eel 
Scilicet  cum  fit  erit 

quae  aequatio  in  hanc  formam  transfundatur 
iz- 

■ ■ Vt 
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Vc  prius*  membrum  iategtabile;  reddatur» 

z- 

multiplicetur  aequatiO'  per  funcJhj, » fcu;  particula- 

t 2T 

riter  per  eritque  — “*</.*.  Quo'  &do' 

Jf 

% 

euidcus  eft  poni  debere  vt  ffar 

fcu  zzzy^f:^  Vnde  patet  fore  a funAionem  ho- 
mogeneam  ipfarum  x et  y dimenfioauin  numero 
exiftente  zzni 


Si  in  genere  aequatid*  multipli<xtur  per  . 


z: 


erit  partis-  priori»  ihtegrald  ?:-»>  ptw  parte  autem 

5» 

altera  li  ponatU!7^fuDdl.j;;rz/':^  erit  F 
. z~ 

atque  vt  ante  aequabitur  fundlioal  cuicunque  ip- 
-jt 

fias  |.. 

CoroIL  u- 


175.  Cum  r aequetur  fundionL  honu^eheae  « 
dimeofioniim  ipfarum  x et  j'».erunt  p tt  q fun^ioa» 
n—  I dimenfiooum*.  Scilicet  «nm  fit  erit 

vnde  fit  manifefto  nz=:px~\~qy. 


Coroll.  s. 


X4+  C A P V T VL 


C O J O 1 L 2, 

1*75.  Si  p ti  q fuerint  fiinftiones  n—i  cfi- 
nienfioniim  ipfarutn  x et^,  ac  formula  pdx+qdy 
fit  integrabilis  feu  {^)—{^) , tum  intcgralc  certo 
erit  tls^2 , quae  proprietas  nonnunquam  infigueta 
yfum  habere  potefi. 

Scholion. 


1*77.  Fundamentum  huius ' Iblutionis  in  hoc 
«onfiftit  quod  aequatio  integranda  in  duas  partes  re- 
^ foluatuT , quarum  'vtraque  ope  certi  multiplicatoris 
. integrabilis  xeddi  queat,  ynde  deinceps  trna  quantitas 
variabilis  , cuius  diflcrentiale  in  aequatione  -non  oc- 
.currit,  determinetur.  Hinc  aequatio  noltra 


^iam  ita  repraefentari  poteft 


££  _ i*  - 1.«,.  "Ii'  ,-?!r 
j yy  pj^  y p V 


y P 


35it  ergo 

— 

P y 

z 


y—  z • 

= F'':  ri  eritque 


^ = F:^  ac  viciflim « ante.' 

Pofiumui 
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PolTumas  etiam  llatim  z ex  calculo  cli 
enim  fit 

nzzzpx-{~qjf  erit 

ndzzzpdx~\-qdj<-^xdp-\^ydq.  ' ~ 
At  eft 


• ndzz^inpdx-^-nqdy  ' ~ ::  . . " 

per  hypothefin  , jdeoque  ^ _ 

{^n-\)pdx-xdp-\-{^-\)qdy-ydq 


quae  reducitur  ad  hanc, formam 

=o  ftii 

J- 

Statuatur  * -'  • • ' ' 

■*"'  r/P  • ^ r ^ 

j/1 — f ‘ 

V ' p 

Vel  polito  ^ = fi  ch  ‘ v"zzr~f:^^, 
ponatur  ; 


^ VolMI,  T 
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vt  fit 
leperietur 

tt  — « F : « — V V., 

Hinc 

f -=.f^f:u = n/^  F : j — xy*~*  S'i~  > 
ideoque 

• Mzzzpx-t-qjrzznji^F:^  Ccvlx-j'^:^ 
irt  ante. 

Problema  31. 

a*7ft.  Si  pofito  dz~piix-^qdy  , debeat  eflfe 
xpx~\^Qqy=fiz  indolem  funt^ionis  x imieftigac^. 

Solut  ia 

£x  conditioDe  prae&ripta  elidatur  yt  antn 

m 

^ac  aequatio  per  dluka  da« 

» __  p a-xdy  ^ X-. 

QuodlE 
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Quod  fi  ergo  ponamus 

bat)ebimus  Iblutiooem 

X 

At  'fuodHo  ipfius  -TT9  reducitur  ad  fundionem 
J 

ipfius  , Tude  z etiam  ita  per  x et  / determina- 
tur  Tt  fit 

' p. 

▼el  etiam 

1 

1 :•  -/ 

Quodfi  ergo  quantiutes  x“  et  vnam  dimenCo- 

» - ' I 

Dem  conftituere  cenfeantur , z*  aequabitur  earundem 
fiindioni  vnius  dimenfionis , ipGi  autem  quantitas  a 
earundem  fundioni  n dimeofionum.  Vel  fumta 
pro  z fundioue  quacuuque  immogenea  n dimenfio- 
■um  binarum  variabilium  i et  « , feribatur  deinde 

et  ac  prodd)it  fiindio  conueniens  pro  «. 


Problema 
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vt  fit 
leperietur 

«r:  «F : V— V V., 

Hinc 

et 

f =j^/r«=ajr*^  FJj  — > 

ideoqoe 

• aszrpx-f-jaf^ayT:!* 
irc  ante. 

Problema  31. 

17S.  Si  pofito  dz—p4x^q.dy  » debeat  «flfc 
indolem  fun^ionis  z inueiligaxe;. 


Solut  ia 

Ex  conditione  praefi:ripta  clkiatnr  tt  ante 

* “‘“p* 

» 

^ac  aequatio  per  diui&  dat 

e/ 

Quod& 


^ y ^ jjl/  ^ ^ ' ft' 
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Quod  fi  ergo  poiunms 

habelMmus  Iblutiooem 

X 

At  ‘fuadio  ipfius  reducitur  ad  faodionea 

ipfius  p ) Tude  z etiam  ita  per  x et  / determiiai> 
tur  Yt  fit 

■ fi  - 

▼el  etiam  , 

Qoodfi  ergo  quantitates  x*  et  Tnam  dimenfio* 

• I - ' I 

nem  conftituere  cenfeantur,  aequabitur  earundem 
fiindioni  vnius  dimenfionis , ipia  autem  quantitas  a 
earundem  flindioni  n dimenfioqum.  Vel  fumta 
pro  z fundione  quacunque  homogenea  n dimenfio> 
■um  binarum  variabilium  r et  n , (cribatur  deinde 

et  ac  prodibit  fiindio  conueniens  pro  «. 


Problema 
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Problema  52.  . 


179.  Si  poGto  dzznpdx^^-^Jy  debeat  ,cfle 
2— pX-*-yY  denotante  Z fuo(ftionem  ipfms  z,  X 
ipfius  a:  et  Y ipGus  y indolem  funftionis  Z in 
genere  inueftigare. 

• Solutio. 

Ex  conditione  praeferipta  .elicitur  i*, 

qui  ‘ valor ' fubGitutus  praebet  ' 

dz-^!-p(dx-^‘), 


hineque  

■vbi  iara  refolutio  eft  manifeHa.  Statuatur  fcUicet 

.*  . ^ , f . . . . . 

Tndc  valor  ijrtGua  2 per  at  et  > defiuitwr. 

r Cor O 1 L I. 

0 . ' j \ Ii  . 

180.  Hic  ergo  z ita  per  ar  et  y deGniri  de- 
bet ,■  vt  G X , Y et  Z yatae  Gnt  fundlion^  Cgil- 
laticn  ipfarum  x , J et  2 Gat : 
a*\  , <\r  f dz  \ — 


X(H)-HY(g)  = Z; 


c«:as 
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rtiiat  ergo  aeqnfttionis  retbiutionem  hic 
hiC  aequatione  linita  contentam*: 


inuenimui 


•Cor olL'  2. 

Quemadmodum  autem  hic  valor  con- 
ditioni problematis  fatis&ciat , eX  eius  difi&rentia- 
tione  (htim  patet.  Cum  enim  fit:  , . 


%*=V+(T-V)/-(/'Tf-/V)  «rit  ■ 

vnde  fit 

X(^*)-+-Y(J-|):=2. 


Scholion. 

i8a.  Solutio  ergo  eodem  modo,  vt  fecimus 
fine  introdudtione  nouarum  litterarum  p tt  q ab- 
folui  potefi  , retinendo  earum  loco  \alores  diSeren- 
tiales  ( ) et  ( ^ ) i facilius  autem  fingulae  litte- 
rae feribuntur  , calculusque  fit  breuior.  Ceterum 
ex  hoc  problematum  genere vbi  omnes  tres 
riabiles  x ^ y et  z praeter  binos  valores  differentia. 
Ics  p et  f in  determinationem  ingrediuntur  j paii- 
cifiima  'reluere  licet ; ac  praeter  hoc , quod  frafta- 
vimus  \ix  Yuum  aut  alterum  infuper  adiungere 
" ■ T-3  ' ■ • POK- 


■ 59 


C'A  p V t;  n. 


poterimus.  Vnde  hic  iafigaia  adh«c  cilcvU  tacre- 
menta  defiderantur.  ’ Quo  autem  huius  problematis 
vis  penitius  iDfpiciatur  , nooauUa  eatempla  fub- 
iungamui 

.Ex^plum  I. 

183.  Si  pqfito  dzzzpdx-hqdy  debeat  ejje 
zzrzpxx  + qyy,  indolem  ftm^ims  z in  gener*  in- 
veftigare. 

Hic  ergo  eft  , X=arx,  et  Yzr^yi 

vnde  habemus 

quibus  valoribus  fubfUtutis  pro  folutione  adipi- 
fcimur : 

= feu 

y 


z 1= 


* -yf-[y~i) 

fumatur  ergo  fundtio  quaecunque  quantitatis 


. Z 

X ' 


quae  fi  ponatur  V erit 


sy 

Veluti  fi  ponamus  V=r^  — i,  erit 

' ’ — • I_  — ^ I ■_  _ BJ>  — ( B — O * 

* ~~~  y y ”*  * ' xy  * 

hincqus  z = , vnde  fit 

Ccque 

£xem« 


} 
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Exemplum  2, 

184.  Si  pofito  dz=pdxH-qdy  debeat  ejjfe 
^ , itidolem  fw^lms  % itmfiigart, 

■ Com  hicfit- 

X = 1 ; Y = * ct  2 = ^ erit 
, }‘-l  = Uxi(iq=i-,yj  afii=iizs 

xnde  folutio  iti  em  comparaut 

rizz  = ljy-^fi(xx-jj)  fii» 

zz:=inyj  x-yx)  ' . 

BOB  emm  eft  neceflle  ftmdionem  pec  an  multipli» 
cari , cttin  ea  omnes  operatione  iam  per  te.  io- 
Toliiac. 

Si  pro  hac  fundlione  (amator  a.{xx—yy)  ha-‘ 
l)ebituc  folutio  particularis 

xjt—<txx-^{n-cu)yy  et  x=VC«^‘x-i“C«-a)jfy^ 

hincque  . 

** et 

P"-" ' afi/  — v(  «X X 

I a‘sy  — («— «)y 

f^.35;—  *— «;3»)  , 

t • et  t ^ ^ ideoqiie  I- -4- J*  = r 

Roblem»' ' 
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Problema  52. 

; i8j.  Si  pofito  dz-zzpdx-^^df  dic 

^=pT-i-V  cxiftcate  T funftione  quaptinque  ipfii- 
rum  X tt  j ^ ac  V fundlione  ipfarum  j',et  in-* 
veftigare  indolem  fundlionis  z.  ■ f ^ 

. - - ■ N , S o 1 u t i 0».  . . - . 

Subftitiito  loco  q \alore  pradcripto , huic 
aequationi  inducatur  luctna : ' • i - ' - ■ i .~* 

dz~W  djtz^p{dx-\-Tdjf).  .... 

Cum  iam  V tantum  binas  variabiles  / et  z in- 
volitat , dabitur  multiplicator  M prius  membrum 
dzSdy  integrabile  reddens;  ponatur  ergo 
midz-\dy)—'dS.  •'  ' 

Simili  modo  quia  T tantuni  x tt  y continet , da- 
bitur multiplicator  L membrum  quoque  pollerius 
dx-^'Ydy  integrabile  efficiens;  fit  igitur 
> h[dx-^Tdy)—dK,  • 

ita  Yt  nunc  fint  R et  S fun<3ionw’'  Cognitae  7 illa 
ipfarum  x et  , haec  vero  ipfarum  j'  et  z.  Huic 
nofira  aequatio  -induet  hanc  formam  _ 

feu  dS—  ' 

cuius  integrabilitas  ' ncceflario  ‘ pofiulat  Vt  fit 
firnClio  ipfius  'R.**  Pbnamus  ergo  • ’ r * • ‘ 

^ =f:  R eritque  S—f:K 

qua  aequatione  relatio  - inter  s et  ;r , ^ definitur. 

Coroll.  I. 
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C o r o 1 1.  I.  ■ 

1 i6.  In  hoc  problemate  praecedens  tanquam 
cafus  particii'aris  continetur  : cum  enim  ibi  eflet 
Z—pX-\-qY  erit  ideoque  huiuj 

problematis  applicatione  fadla  fit  T — ^ et  V — 

C O r O 1 1.  2 

187.  Qnanquam  autem  hoc  problema  infinite 
latius  patet  quam  praecedens  , ar<fiifltrrlis  tamen  ad- 
huc limitibus  continetur  , neque  cius  ope  \el  hunc 
cafum  fimpliciffimum  z—py+qx  refoluere  licet. 

Scholion.  . ‘ 

188.  Omnino  eft  haec  forma 

digna  notatu  quod  nulla  ratione  badenus  cognita 
refolui  pofle  videtur.  Siue  enim  inde  eliciatur 
, vnde  fit 

fiue  fimili  modo  p nulla  via  ad  folutionem  patet; 
cuius  difficultatis  caufa  in  hoc  manifeflo  eft  poGta, 
quod  formula  nullo  multiplicatore,  ihte- 

grabilis  reddi  poteft  ; feu  quod  haec  aequatio 
4 z — plane  eft  impoffibilis,  cum  x perinde 

fit  variabilis  atque  y et  z.  Supra  fcilicct  iam  notaui 
non  omnts  aequationes  differentiales  inter  ternas  varia- 
biles efte  poffibiles,  fimulque  charaderem  poffibilitatis 
Vol.  /i/.  ' V exhi- 
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exhibui , qui  pro  tali  forma 
d z d X Q^djf  zzz  o 
huc  reducitur  "vt  fit,- 

nodro  iam  cafu  eft  Prro  et  Q,— ^ 

charafter  dat  o — ^ , quod  cum  Ct  falfum  , etiam 
aequatio  illa  dz—  =zo  cft  impof&bilis  , quod 
quidem  per  fe  eft  manifeftum.  Verum  tamen  pro* 
hoc  cafu  zzzpy-i-qx  fclutio  particularis  eft  obuia 
Icilicet  z-:z:n{x-\-y)  ^ vnde  fit  p—qzzn.  Deinceps, 
autem  methodum  dabimus  ex  huiusmodi  folutioaft 
particulari  generalem  eruendu 


Exemplum  i. 

I8p.  Si  pofuo  dx=:pdx-l-qdy  deheat  ejji 
py-d-qx  = i^,  indolem  /irionis  z inueftigare. 

Cum  hinc  fit  erit 

ct 

irndc  fit 

I Z 

Sumatur  ergo  M=r  xt  fiat  et  Lrra* 

Tt 
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▼t  fiat  K—xx—jy ; Quocirca  lunc  adipifcimur 
(blutioncm : 

p=zf:{xx-yy)  feu  zzzjrf'.{xx-yj). 


Exemplum  2. 

xpo.  Si  pofito  dz=rpdx-|-qdy  ieheat  ejje 
pxx-f-qyyr:nyz  defimre  indokm  fun£iiomt  z. 


Cum  ergo  fit  ^ = , erit 


T = :^*  et 

yy  y 

ficque  hic  cafus  in  noftro  problemate  continetur. 
Vade  colligi  oportet: 

^R=L(^x-^)  et  iS  = M(i«-»|iZ). 

Quare  fumto  L=:^  fit  R = * — et  fumto 
X z 

M = ^ , fit  S rr  , ideoque  folutio  prodit  illa ; 


^ ^ Jp— f 


Problema  23» 

xpi.  Si  pofito  dz~pdx~\-qdy  debeat  efle 
p=^?T-f-V  exifieote  T fun<flione  iplarum  x ct  y , 
at  V fiindiiooe  ipfarum  x et  x , indolem  fundUo* 
Di$  z inaefiigare. 


V ft  Solutio. 
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Solutio. 


xf<y 


Simili  modo  vt  ante  fi  loco  p valor  prac- 
feriptus  lubdituatur  obtinebitur  : 

dz  — ydxzzq^dy-^-Tdx). 

lam  ob  indolem  fundionum  V et  T fcquentes  in- 
tegrationes infiitucre  licebit : 

mdz-yJdx)—dS  et  ' 

tnde  fit 

— feu  dS^^dK. 

Atque  hinc  ftcillime  colligititr  haec  folutio : 
et  S—f:K 

Froblema  54. 

X92,.  Si  pofito  d z—pdx-^qdy  debeat  efle 
s~Mp-hN^  exiftentibus  M et  N funftionibus 
quibusuis  binarum  yariabilium  x tt  y\  ex  quadam 
folutione  particulari.,  qua  confiat  efle  z—W  , in- 
dolem fundionis  z in  genere  determinare. 

Solutio. 

Valor  ifie-  particularis  V , qui  eft  fundio  ipfi- 
tum  X et  j'  difierentietur  ^ litque 

dV-Vdx^Qdy^ 

- ' qui 
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:i  57 


qui  valor  quia  loco  z fubftitutus  fatisficit  ,•  vbi  fit 
p — P et  ? — Q.,  erit  per  hypothefin 

V = M p 4-  N q; 

lam  generatim  ponatur'  s~V/:T  fitque  * 
i/  T — R A'  -fr  S - 

et  nunc  quaeri  oportet  hanc'  fundtionem'  T.  Eat 
differentiatione  autem  eruimus : 


Quare  cum  fit' 

2— Mp4-N^:=V/:T  erit 
■ V/:T=(MP-+-NQ.)/':T-hV(MR4-NS)/:T 
et  ob  V = MP-t-NQ  per  hypothefin  habebitur  . 
MR4-NS=:o  , hinc’ 


rfTzr  R(</a'-«^/). 

lam  nofle'  non  oportet'  R ,•  fed  fufficit  confiderari 
formulam  N - Mflfy  quae  ope  multiplicatoris 
cuiusdam  integrabilis'  reddi  poteft.  Solutio  ergo  fa- 
cillime huc  redit vf  ex;  conditione  praeferipta 
2~Mp-l-N?  formetur  aequatio  realis : 

i/T  cr  R ( N — M ' 

inuento  enim  multiplicatore  idoneo  R » per  inte- 
grationem reperitur-  quajatitas  T , qua  iuuenta  erit 
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xjS 


Aliter. 

Facilius  valor  generalis  hoc  modo  inuenitnr; 
ob  Talorem  ipfius  z cognitum  V flatuatur  zzz\ v ^ 
fitquc  dv  — rdx  -i~sdy  ; erit 

p^?v  + Vr  et  Qv-i-Vx, 
ideoque 

s Mp+ N r:  ( M P + NQ  )c -f- V ( M r-i- Nx) = Vv. 
At  c(l  V:i:MP4-NQ;  ergo 
Mr-hNx  — o leu  s = — 

Vnde  fit 

Statuatur  ergo  idoneum  multiplicatorem  iuuefti- 
gando 

R(N^/af-MtO')=</T  erit  dv=:^.dT 
ex  quo  colligitur 

ST — /'':T  et  vzzfiT 
W tft  in  genere  fit  vt  ante  zzzVv. 

Corel  I.  I. 

ip3.  Propofita  erge  condicione  arrrMp-f-N^ 
▼t  fit  dz—pdx-^qdy  ftatim  confideretur  aequatio 
differentialis  R((N</a:-M  , vnde  tam 

multiplrcator  R quam  inde  integrale  T reperitur ; 
haecque  operatio  non  pendet  a valore  particulari 
cognito  V. 

CoroU.  2. 
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Coroll.  .2. 

xpf.  Inuenta  autem  quantitate  T , fi  vade- 
cunque  innotuerit  folutio  particulariter  fatis&ciens 
z — V , erit  folutio  generalis  z—Vf:T.  Probe 
autem  notetur  ex  lolutione  particulari  generalem- 
eUci  non  pofie  nifi  conditio  praefeci pta  fit  huius- 
modi  » — Mjp-f-Nf 

Exemplum  i. 

rpy.  Si  jK^to  dz:::rpdx-l-qdy  debeat  ejfe 
py-4-q,x  ex  vahre  partteulari  genera^ 

km  definire. 

Cum  hic  fit  ^zzy  et  habebimus  hanc 

aequationem 

K\x  dx  —jt  dy)zzd’T  y hineque 

T =/:  ( X X —yy ) 

ergo  folutio  generali»  erit  i 

x — {x-^y)f\[xx^yy). 

Exemplum  2. 

195.  Si-  pefito  dz*— pdx-f-qdy  debeat  ejje^ 
X — p ( X y ) -ir  q ( y — X ) ex  vahre  particulari 
z = y(xx-+-yy)  generalem  inuenire. 

Ob  M=x4-y  et  Nry-x  formula  N</x-M</y 
deducit  ad  hanc  aequjtionem : 

K{ydx—xdx—xdjf—ydy)-=::d'T. 

Suma- 


Digitized  by  Googie 


' iS6 


C A P V T VI. 


Sumatur  R = . 


— , \'t  fit 


xx-t-yy 

^ X — yJjL-zi±L  — 5Ajl—?Az.  erit 

xx^yy  xx-t-yy 

T = Ang.  tang.  - J /(  A- X + ). 

Atque  ex-  valore  hoc  dupliciter  tranfeendeate  erit 
2 = V {xx+jyy)f:  T , 


fimulque  patet  nullum  alium  dari  Talorem  par- 
ticularem , qui  fit  algebraicus  , praeter  datum 
z=2V{xx-\-jj). 

Exemplum  3. 

197.  Si  pfno  dz“pdx-^qdy  debeat  ejfe 
2z=p(ax-i-(3y ) -i-q(y x-l-^y)  ex  inuento  vabre 
particulari  z n;  V indolem  fuidlims  z in  genere  de- 
Jinire. 

Hic  efi  et{  N=yx-f-^/,  Tude 

deducimur  ad  hanc  aequationem  ; 

K[{yx-{-$y)dx  — {a.x-\-^y)dy)—dT 

Tbi  ob  formam  homogeneam  debet  efle  • 

^ 7xx-h(S  — ajjc>~pjii 

yt  fit 

j -p  f 7 « -4-  5 J)  d I — -t-(3y ) d_y 

* * — a)xy — (3  > jt  > 

ad  quod  integrale  inueniendum  ponatur  yzzux  , ac 
prodibit 

J-p f a Q u ) d u 

' * 7_f.(6 — a )u  — p u 1* 

fit  f — — /U  , erit  t = /x-/U 

et 
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et  cum  fhnAio  ipfius  T fit  etiam  funftio  ipfius  i 
erit  in  genere  Patet  autem,  cum  U 

fit  fundio  ipfius  fore  U fundionem  Iiomoge- 

neam  nullius  dimenfionis  i piarum  a;  et  / , ideo- 
que  ^ fundionem  \nius  dimenfionis. 

Scholion. 

198.  Hoc  ergo  exemplo  difficultas  reffat  > 
quomodo  Iblutio  particularis  zzzzV  obtineri  queat; 
nili  enim  vna  faltem  huiusmodi  folutio  particularis 
confiet , folutio  generalis  ne  abfolui  quidem  poteft. 
Pro  hoc  autem  cafu  folutionem  particularem  fe- 
quenti  modo  elicere  licet , qui  cum  aliquid  lingu- 
lare habeat  , nullum  cft  dubium  , quin  eius  ope 
hoc  calculi  genus  haud  parum  adiumenti  fit  confe- 
cuturum. 

Problema  35. 

199.  Si  polito  dz-=:pdx-\-qdy  debeat  efle 
2 =r  p ( o X + pj ) + ^ ( Y -f- ) 

valorem  particularem  inuefiigare , qui  loco  z fub- 
ffitutus  huic  conditioni  fatisfaciat. 

Solutio. 

Negotium  hoc  fuccedet  , fi  pro  * eiusmodi 
•valorem  quaeramus,  qui  fit  fundio  nullius  dimen- 
fionis ipfarum  x et^  , feu  polito  /=■«*,  qui  ut 
y,L  III.  X «*»«“> 


i6z  C A P V T VI. 

fuiK^io  ipfius  u tantum.  Ponamus  ergo 
z—f:u=f:^^  eritque 

/:  “ = St  i at 

du  — ^—  erit 

X XX 

dz-=z{^-  )/:  a , hinc 

Quibus  valoribus  pro  p et  ^ fubftitutis , conditio 
praefcripta  praebet: 

irnde  £t 

dz  — d a 

la  — a J u — Putt* 

Ponamus 

r — /V 

7 -f-  ( ^ 

ft  fiat  z = V eritque  V valor  particularis  pro  £ 
latisfaciens. 

Coro  11.  I. 

200.  Inuento  hoc  valore  V praecedentis  exem* 
pU  ope  folutio  generalis  facile  inuenitur.  Erit  (ci- 
licet  z:^Yf:~  exiftentc 

d U — f g -f-  p M ) d V 

^ y -♦-(  i — a ) u — p u g * 

xnde  patet  quantitatem  U ex  ipfo  valore  particulari 
Y iuueuiri  pofle. 

CorolL  z. 
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201.  Erit  enim 

~[-a)du 

ideoquc 

/Uzr— /y  i(a+J)/V 

£ue 

U=:rr; Tj ; x » 

V(y-4-(o  — tt)«— p««)’ 

3r_Vfyj:J^  + C3~-ct)jrj^-  pj'7 ) 

U.  Yi(a+^) 


■vt  fit 


Coroll.  5. 

202.  Quocirca  inuento  valorc  particulari  «rV 


^ 

V y- 


s — exiftente  uzz^~i 

{S — a)« — puu  X ’ 


erit  valor  generaliter  fatisfaciens : 

ya:j:+(^-a>T-(3>7  a:'y;f-f^y)TKa-'^+P;') 

ya-+-f  V«-+-f 


*=V/;- 


Coroll.  4. 

202.  Hinc  colligitur  alius  .valor  particularis  , 
qui  femper  cft  algebraicus , erit  is  (cilicet 

t 

s =:  ( A’ (y  a:  + 5» -j' ( a .V + (3j^ ) ) ^ 

X a vel 
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Tcl  eius  multiplum  quodcunque.  Nifi  autem  V f)C 
quantitas  algebraica  omnes  reliqui  \aIorcs  erunt  , 
tranfccndentes , et  in  hac  forma  contenti : 

Scholion. 


ao+.  Vnicus  cafus  quo  S=z—a.y  et  conditio 
propoli  ta 

z=p{ax-i-py)-hqiyx~aj) , 

peculiarem  euolutionem  pollulat.  Priitw  autem 
polito  u=z^  pro  valore  particulari  « = V,  erit 

^ y — 20.n  — p«ii* 

Tum  yero  ob 


du  _ (g-f- Pb  )du 
U y — 2 a u — p B « 


erit 


vcy  — igB  — pbbj  u — y^yxx 
ita  yt  iam  yalor  generalis  fit 


~ — V/i(.'yxx—2ctxj'—^fj'). 

Per  fe  enim  manifefium  eft  formam /;VT  exprimi 
pofle  per  /:T,  Nifi  ergo  V fit  fundUo  algebraica  , 
hoc  cafu  nulla  folutio  particularis  algebraica  locum 
habet. 


Exwn- 
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Exemplum  i. 

a05.  Si  pofito  dzirpdx+qdy  debeat  ejfe 
nzzr py— qxj  indolem  funCtionis  % inuejligare. 

Comparatioae  cum  forma  noftra  generali  in- 
(Ututa  fit 


azro  ,•  (3=‘  } y=- ^ ^=o. 

Hic  ergo  cafus  da  at.  pertinet  ad  §.  praece- 
dentem vnde  fit 

l V Ang.  tang.  u. 

Cum  igitur  fit  u—^  , forma  generalis  eft 

Exemplum  2. 

20S.  Si  p^o  dz—pdx-hqdj  debeat  ej^ 
x=p(x-hy)— q(3^"l"y)  indolem  funCfionis  z itmejli- 
gare. 

Comparatione  fii&a  fit 
a:=i  j P = * i yn:— I ; i 

bincque 

/V-r ^ = -lA-  et  ' 

ct  folutio  generalis  ea 

x-e^~^f-{x-V-yy  . 


X 3 


Exons- 
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Exemplum  5. 

. 207.  Si  pnftto  dz“pdx-f-qd  y deb:at  ejj! 

i~p(x— 2y}-^q(2X  — 3y)  indolem  funciiomi  z inr 
vcJUgare. 

Cum  ergo  hic  fit 


c = i;  pzr— a;  yrr»  et  J — — 3, 

•rit  primo 

lY  — f ' ^ 

J ^ — i(i— aj— "ilx  —y) 

et  quia  non  cft  $^—cl  folutio  genctalis  fiatim 
prodit : 

/ , ^ ^ faxr— 4.vyH-  = rr) 

z-{ixx-^xy^zyj) 


ei  ob 


V- 


V — > 


erit 


Vnde  folutio  fimpliciflima  eft  2 ~ — — . 


*—y 


Scholion. 


208.  Hic  merito  quaerimus , quo  pafto  haee 
folutio  generalis  ftatim  fine  adjumento  Iblutioois 
fpecialis  inuenfri  potuifict  , fcqacnti  autem  modo 
ifta  inuefiigatio  inftituenda  videtur.  Cum  fit 


p{ax ^ ^y)—z-q{yx-\-$y)  et 
q{yx^-Sj)—-z  -p( 

fi 
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fi  Ttcrque  valor  fcorfim  in  forma 
d z—pd  X -\-q  dj 
fubftituatur  > prodibunt  binae  -ftqaentca  aequationes 
{aLX  + ^y)dz~zdx--q{yx-\-Sy)dx^rq{,'J-x-\-  ^y)dy 
{yx  ■\-$y)dz~zdy+p{y  x-{-^y)dx— p {a.  x-\-^y)^y’ 

Multiplicetur  prior  indefinite  per  M pofierior  per  N, 
et  produtiioruin  fumma  dabit 

rfa  ( M ( a a:  H- Pj' ) + N ( y a:  4- ) ) — 2 r M i/ar  4- N </y  ) 

— (Np-M?)((y.v4-(5>)</ar-C“^+(^/)‘^>) 


\bi  iam  M et  N ita  capi  debent  , \t  prius  mem- 
brum integrationem  admittat , tum  enim  eius  ia- 
tegrale  aequabitur  fuodlioni  cuicunque  quantitatis 

/•(  <y  * -f.  ) i X — ( tt  * -4-  ?y  y 

J ~~'t  * a -+-( i — * i'*i  — 3»  * 


quam  fupra  {§•  »97-)  definire  docuimus : vnde  patet 
illud  integrale  fieri  Manifefium  autem  cft 

M et  N eiusmcxli  funtfiioncs  efie  oportere  vt  haec 
aequatio  fiat  pofiibilis 

ix w Jg-HN  Ay 

T — «(<x*-i-Pa)  h-hi  > 

ftu  \t  membrum  pofterius  iuttgrationcm  adiifittat » 
quod  fi  enim  cius  integrale  fit  =/V  erit  ^ = 

Pro  hac  intcgrabilitaie  ponamus  j-zz:«ar, et  M ct^M 
funftioacs  ipfius  « » erit  .1- 


A % - — 

T « 


K *(>?+-«  “T  . 


'Vbt 
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Vbi  integratio  fuccedit  fumcndo  Mn—Na,  Tt  fit 


il  — fcu 

z — 3 > u — (3  u u 

/V  — r 

J 7 (5  — a j u — 0 u u * 


prorfus  vt  ante. 


Problema  ^5. 

209.  Si  pofito  dz'zzpdx-{-qdy  debeat  efle 
cxiftentc  Z fundione  ipfius  z tan- 
tum , P et  Q.  autem  fundionibus  ipfarum  a:  et  / 
quibubuis  datis  , indolem  fundionis  z inucfiigare. 


Solutio. 

Formentur  lequcntes  aequationes  ex  propofitis: 
LdzzzLpdx-VLqdy^  M2</x=:M/)P//x  + My(^//x  . 

quae  in  ynam  fummam  colledac  dabunt : 
L</«-H2(M</ar-j-N^;')=rp  ((L  + MP)^x+NP</^) 

4- j ( ( L + N 0^ ) -4- M 

Vt  iam  pars  pofierior  habeat  Adorem  a litteris 
p tt  q liberum  , fiat 

L4-MP:  NP=MQ.:  L-+-NQ 

Tndc  fit 

LL+LNQ+LMP=o  feu  L=-MP-Nq 
quo  valore  indudo  erit 

[ M P + N Q.)  +2(M<ir+N<$')=(M?-N/))  (Qf/x-P^). 

Cum 
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iff-p 


Cum  nunc  (int  ftinftiones  datae  ip&rum  $: 

et  / dabitur  multiplicsltor~R;  fiat 

••  “ k ( P" </jf  ) <# U' j‘  I-  -ii!  -j  'j'..  T 

ideoque  ’ 

‘ 'it.'.  ■ 1 1 r 

On»  parte  prmri.  capiantur  fun<^k>ne9,,j^eiii)^ae  j)l 
,-et;  N;  Tl?  ^rnaqU  • i | 
id  quod  femper  fieri  licet»  3itque  : 

Max-Kjii?  _ ^ Y . . 

Jir-*-NU,  “ ’ » • ■ \-l-  . r; 

«t  ob  . , , 

atequatio  noftrt-  hanc  ioduec  ^mam : ^ . 

{M?+Nq^){-^dz+Zd^)±::^^ 

h.i,  . W r ^ : \ i : :•> 

Statuatur  iam 

aZlUP^NQ;) 

atque  habebii;ur;;;./Vi^Sx  -..-;  TvV  V / 

/^-V=/:U  feu  /'‘yf=V-+-/:U  m1  jidi 
Ttid^  * dbti^iiiati 

J-  - r .1.  ,ivj 

Cp r ol L I. 

aio.  Pro  folutidite  crgo  rj^oMttCrtsrit  quaera- 
tur primq,f^,^ipul^w  ^ 

, V$HIL  ' Y-f  ^ eam 


i ■ -V 
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eam  reddens,  inicgrdiitem  .ihtaa^^^  or.r  • ;..uJ 

R ( -i t.iii-  : \ 

▼nde  colligitur  quan^ilisi  U.  pef  .,  binas j va«^c8  or 
et  expreffa.  ; 

_ . Coro  1 1,  2,,...  . _ . 

an.  Deinde  quantitate^  5f  et'  N ifi^  ‘cap\bn- 
'^tur,  Tt  formula  -^fiat  imegrabilU ,7 

integrale  fi  ^-ftatiiatur.  zzW  natlm ' habciw^  folutto- 
generalis  probleftiatis qtlae  dat  'i.,  fc.  i'‘T  bj 


» ' 


» t / 


c<;  3» 


Exemplum.. , 

ai  a.  Si  t*  "er  ' Q }»«^ ' tomogemar 

ipfarm  x et ‘y  vtraque'  dlmen/iainm  numeri 
iamem  problemt is  ,pfr^f  re.  ( , j / q . 

Ponatur  et  tain^  P qtiam  Q fiet  pro- 

dudhim  ex  poteftate*  x?^r-ia.'.fuoftibnctn:  qdandai» 
iplius  u.  Sit  ergo  n..:i 

P = x"S  ct  Qrrx-T,  . . 

eruntque  S et  T functiones  datae  ipfirfs  u: " Tun* 
vero  ob  dy=.udx-\-xdu  , forrnula 
abit  in  1-1  • V • ,i  \} : i \/  — V-  \ 

x"T</x— x"SWx— ,, 

Sumatur  ergo 

. 1 1 ■;  ; . 

• 1 .<[>  *^  — Yr*-'  t Tr-  s tt ) *.  .c  i s 


i:  I 


’ Viidi  cdmgiturW'  " » 

' • • ' Deinde 
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4/V  = 


Deinde  pro  altcn ' «nupbcate  V~  h«bd>innis-:  Aan:'; 
aequationem  j ^ n t _ 'j 

vbi  iam  &dlifc  eft  pro  M.et  N eiustnodi  fun^tionca 
ipfius  tt  afliimere  'vr  hwc  formula  int^ratioocm> 
admittat.  Integrale  fcillcet  Mit 

i j>  i;i::  ' t.'  •;  .1:  . . . ■ 

at  M ^-=sJC  it«',accipi; debet  Tt  fiat  _ ^ 

'a  i ^ V i 


X ^ ''•  ■'K-Hiu: 

n^[ 


1 .1  : du:) 

feu 


(a- 1 )x"r'  - KS-^T  - a:fT‘. 

— KK</S4-KS</a-«K</S-«S</KH-TiK-KiT 

+T</tf-«</T+(a'-i)</«iKS+T)=o 

-ri!  JC-:  i , *»  J.  '■  '•■!  I r « 

quae  ad  hanc  formam  reducitur  i . ..  . :.  a 

( T - S « )^ K -+-  K ( « S i « — 6 d S — d T )— RKrfS 
* ' aT  </a  — «dT  = o. 

• li  - ' • 

Ex  qua',  concefla'J.acquationum  rcfolutione  coguofcitur 

quantita^KiHuV^'^^”*^  f ’ ' 

’ ' {-luv  oT  - JTt  ■ r , 

, . • — K — u !■■  , 

. ■^T(^)-vr-(KS+T)-  . 

1 . I ■> 
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pwatur  V',  «ritqoc  ' ' ' ' 

K = K=i  « KS-f-T=Ie|f, 

ynde  fit  . : 

./ « -4- =:  o .■■■ 

“ “ T— s»  * 

qua  xefoli^ta  cm  V s: 

- i . 

CorollariMm*  ^ 

213.  Cafus  'aiitem  quo  nsi  Cagiilari ''euo>  ' 
lutione  ipget.  Facile  autem  patet  tum  fumi  debere 
M=:— N«’,  Vt  dWz;z.f-^^  tndc  pt^quan» 

quantitas  V fueiit  inuenta , erit  C^mper 


jSeholion. 

214.  Cum'  ternae  Tariabiles  x^y^z  fint  ia> 
ter  (e  permutabiles  patet  hoc  problema  multo 
tl^»  extendf  pofle;  Scili<;et  fi  cooditio  propofita  hac 
cq^itinoatqr  a^uatipne  pP-f-?Q-|-R=:o  non  Ib- 
lum  foluendi  methodus  adhibita  fuccedit , fi  R fit 
iiindiio  ipfius  a , et  P eqm  Q.  fiin^iones  iprarum 
X et  ^ , fed  etiam  fi  fyerit  P iun^io  ipfius  x et 
Q et  R fuiidiones  ipfarum  ^ct  z.  Tum  Tcro  etiam  fi 
Q fuixfiio  ipfius  j',  at  P a R font^tQues  binarum  reli- 
quarum X et  z.  Haec  vero  conditio  cum  ante  tradatis 
qo  r^4it>  binatfrfi?rmulac  difiRirentialesp  et  f fint  a fe 
ix\qu;qm  feparatae , neque  plus  vua  dimenfione  occupen^, 

etiamfi 
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cdamfi  ec  liis  cafibas  ingens  reflriftio  accedat  Quodfi 
autem  conditio  magis  fit  complicata  folutio  vix 
Tatjuam  fperari  polle  - Tidetnr  , interim  tamen  cafum 
ciusmodi  proferam,  quo  fulutionem  expedire  licet. 

Problema 

aaj.  Si  dz:=.pdx-\~qdj  debeat  efle 
Ap*  z* t 

iodolem  fun^Uoais  z ia  genere  inuefiigare, 

Solutio. 

Fofito  hoc  Talore  loco  f habebimus : 
dz'=^p4x-\rA^3^j^z'dj  , 

Tode  fit 

Ay*  d>=rp""ar*  «■"*(</*— paTjcJ, 

Ponatur  pr^ar^8~*=:e  vt  fit  •• 

— 1.  — — L. 

pzzt  * X * z * eritque 

■ — I 

Ay^dy:=itdz—t  * x ' z * dx. 

Statuatur  porro 

feu  #=«■—•*"“*  erii 

■ f _ 

Aj^dj-=zi^~’x*~"dzT-ux  * dx- 

Y 3 lav 
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lam  partibos  quoad  fieri  licet' iategratis  adipHcimur: 


n jr-f-*-» 


TI-X 


t 


-rpSn  +3;*  • ‘ ) 

ac  nunc  folutionem  per  praecepta  fupra  data  expe- 
dire licet ; fcilicet^  fiatuatur 


I n -4- * 


% — X 


' ! -4 * —fi»- 

n-»-*  — ' ”T-n  — X ^ 

eritque  < ‘ . -> '» 

- « It  I *— » _ ^ 

-Ji- — 2 ^ 

p.-t-i-'  n-t-i—i  ' ^ 

atque  ex  his  binis  aequationibus  fi  elidatur  u , da- 
bitur vtique  s per  a:  et  j'. 

CorolL  / I. . ‘ ' 

ai5.  Cafus  n—‘i  peculiarem  pofiulat  tradla- 
tionem  , cum  enim  polito  fit  • . 

Pk.y^ dj-tdz‘-x'^^z~'' dx  ,-cnt  ■ ^ './• 

^ • 

atque  hinc  flatim  concluditur  • . 


• \ > 
« t i 


Coro  11.  2.  . . • 

217.  C^fus  autem  b-4-v— xiro  et  n— Xrro 
nullam  facelTunt  moleftum  cum  fit  priori,  cafu. 


pofte- 
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«•7« 


pofteripri  aut«m  1 1;  r; 

■ — X 

= /Xy 


* 


quo6  valorefr  ia  folu  donem  introduci  oportet 

/ vATT.  . j.l  '■  • u '>  U . . i ■ l 

Exemplum.  • i- 

ii8.  St  p^to"  dz~pdx-hqdy  tj^ 

pqxyzraz,  feu  y fun^ion^  z'_imfejtigare. 

P *y 

- 1 - » *. 

Erit  erga  - , = . . 

dz=pdx-\-^f^  feu  ‘^=:t^{dz-pdx). 
Ponatur  ' " ' ’ • ' ' 

^ = / fe«  p = erit 


< ) 


y * 

Statuatur  porro 


; z =:  a « feu'  ^ = -7, 

I,r ' • ' - ' ‘ii’ 


i- 

iCt  . . • ■ . 

i-  ■ , — ; uitlB  1.  LLi*  -• 

i j iT  ''®“-  ;r  ’ 

'jct  quoad  fieri  pbteft  integrando  ? : 

aly:zziul/ z—uulx—fdu{  z—%ulx) 

ita  iam  pofi  fignum  integrale tmicum  diflcren- 
,l^lo  du  ,reixriatur.  Pofito  ergo 

.'K' =/? « «i‘  . . » 

z-uulx- 4-  %¥fiU-  */:  u. 

j Pro 
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Pro  cafa  limplidflimo  fumatur  Z';»— o et  /:u^^ 
erit  ^ ideoque 


— **—  * — * ' 

n — n* 

ita  yt  pro  cafu  jQmpliciifimo  llt  x—aixJjr» 
Si  ponatur 


f:ti-=zulc.tt  fiuzz. 


u 


v^ 

tx^ie 


±z 
i ex 


et 


uu  /f  erit 


*lx  _ xJe  ts 

"-'■“Ic*  <ie»)*  (lc«}*  — HTm» 

ita  Tt  fit 

%zzaly{lc~\-1x). 


magis  generaliter  autenu  erit 

* =;  fl  ( / + 7/ ) { /r -f- 7» ). 

Scholion. 

• >.  • « t ; ' \ 

2ip.  Methodi  haiflenns  traditae  haud  medio- 
criter amplificabuntur  4 li  loco  binarum  variabilium 
ar  et  ^ , quarum  fundiio  ede  debet  x binae  aliae 
variabiles  t et  » introducantur  , quarum  relatio  ad 
illas  detur.  Ita  fi  a;  fit  fundbio  binarum  variatH- 
lium  ar  et  j^,  vt  inde  prodeat 

d zzzp  d X q dy  ^ ' 

ac  loco  X et  y aliae  nonae  variabiles  et  u mtpo- 
ducantur , vt  iam  diflerentiatione  infiiRita  pmdeat 

dzzxxd  f^^^d'0f  ^ 

qtuc- 
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quaeritur  quomodo  r et  r per  p et  q determinen- 
tur , pro  relatione  intej  priftinas  \ariabrles  a: , et 
nouas  t ct  u flabilita.  Hinc  ergo  tam  x quam  y 
certae  cuidam  funAioni  ipfarum  ; et  a aequabitur, 
quae  cum  detur  fit 

dx:z.?dt+Qdu  et  dy—Kdt+Sdu  ^ 

ita  Yt  fa(fla  hac  fubAitutione  z iatn  tUt  fundlio  ipfa- 
rum  t et  a.  Cum  igitur  eflet 

dz  = pd  x-^q  dy 


erit  nunc 

dzc::{?P~{-Kq)dt-\-{(^p-{-Sq)du. 

Eft  Ycro  per  hypothcfin 
dz  — rdt-{-sdu, 

Ynde  habebitur  ^ 

rzz?p-hKq  et  r = + 

Quare  fafta  hac  fubftitutione  valores  differcntiales 
noui  ex  praecedentibus  ita  determinabuntur  vt  Iit 

Vnde  etiam  cum  fit  Yiciffim 

Q^r-Pr— (Q.R-PS)?  et  Sr-Rx=(PS-Q.R)^ , 


concludimus  fore 

/dx\ — s (i^)—  _L_— fl*)  et 

• (l|)=pT^(r.)+PT^(r-)- 

Fol.  IIL  2 


Vel 
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Vel  cum  X et'  y perinde  ac  z fint  functiones  ipfa-  , 
rum  t ct  u haec  relatio  ita  exprimi  potcll , vt  fit 

Hinc  efficitur,  vt  quae  problemata  pro  data  quadam 
relatione  inter  p ^ q ^ x , y ^ z rdolui  pofTunt , ea 
quoque  pro  relatione  inde  refultame  inter  r , r , 
t j u et  z relolui  queant  i vnde  fiepe  problemata 
nafeumur , quae  (bluru  vehementer  difficilia  videan- 
tur ; ex  quo  non  contemnenda  rubfidia  in  hanc 
Anilyfeos  partem  inferri  poflent  ; fed  quia  vfus 
praecipue  in  formulis  diflfercntialibus  fecundi  gradus 
fpeClatur,  his  non  fufius  immorans  ad  eas  euoluen- 
das  progredior.  ^ 


CALCVLl 
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DE 

formvlis  differentialibvs 

SECVNDI  GRADVS  IN  GENERE. 


Problema  58. 

220. 

Si  2 fit  flindio  qiiaecunque  binaratn  Tariabilium 
X et  jff  eius  formulas  difi^reotiales  fecundi  gra- 
dus exhibere. 

Solutio. 

Cum  z fit  fiindio  biuarum  variabifium  xet/, 
eius  difierentiale  huiusmodi  habebit  formam 

dz=zp4x  + qdy , 

ez  qua  p et  q fuot  fi>rmu1ae  difierentiales  primi 

Z 3 gradus. 


x8* 


C A P V T I. 


gradus , quas  ita  denotare  folemus : 

Cum  nunc  fint  quoque  p et  ^ fundlones  ipfarum 
ar  et  y , formulae  difFertntiaUs  inuc  natae  erunt 
formulae  difierentiales  fecundi  gradus  ipfius  z , vnde 
intelligitur  quatuor  huiusmodi  formulas  nafei : 

(^)i  (if) 

quarum  autem  fecundam  ac  tertiam  inter  fe  con- 
gruere in  Calculo  differentiali  eft  demonflratum.  Sed 
cum  fit  p — (^),  fimili  fcriben.^i  ratione  erit 
cuius  feripturae  fignificatus  hinc  fponte 
♦ Patet.  Deinde  eodem  modo  erit  (H)=( 


— [ ' • 
Iji'  I * 


atque  ob  y — (jj)  habebimus 

Qnia  ergo  cft  , funaioni  z con- 

venient  tres  formulae  didecentialcs  fecundi  gradus  , 
quae  (unt: 

(.4^)  « 

Cor  oli.  I. 

aai.  Vt  ergo  fundio  z duarum  variabilium* 
et  y duas  habet  formulas  difierentiales  primi  gradus 

ita  habet  tres  formulas  difierentiales  fecundi  gradus 

ddz 

Tiry 

Coroll.  3. 


{ li.*  1 • ( ‘litg  ^ I ddz  \ 
V55T-;- 
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C O r O I 1.  2. 

222.  Hae  ergo  formulae  per  duplicem  difle- 
rentiationem  nafcuntury  vmcam  tantum  qua-niiatem 
pro  variabili  accipienda.  In  prima  (edicet  bis  ea- 
dem X Variabilis  furpitur,  in  fecunda  vero  in  altera 
difftrentutione  x , in  altera  autem  _y  variabilis  acci- 
pitur ; in  tertia  autem  bis  y. 

C O r O 1 

223.  Simili  modo  patet  eiusdem  fundlionis  s 
quntuor  dari  formulas  diderentialcs  tertii  gradus 
ftilicct  ; 

. f ^ . ( <i»g  ) . (iLl) 

' d ^ ^ d x'*  a y ' ^ ' d X dy*  ‘ ' djy*  ' 

quarti  autem  gradus  quinque ; quinti  , fex  ctc. 

S C h O I i O n. 

224-  Formulae  hae  differentialcs  fecundi  gra- 
dus ope  lubllitutionis  faltem  ad  formam  primi  gra- 
dus r.uocari  podunt.  Veluti  formula  ( ^^  ) , fi 
jK>natur  { ^ ) c:  p , transformabitur  in  ( ^ ) i for- 
mula autem  ( ) eadem  fubftitutione  in  hanc 
(IJ).  At  pofito  = formula  { trans- 
mutatur in  hanc  l ^ ) , formula  autem  ( ) in 
hanc  ( ^ )•  ViciiTira  autem  vii  ex  aequalitate 
p — ( 1=  j deduximus 

iti 
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ita  ex  his  vltcrius  progrediendo  colligemus: 

Tum  Tero  etiam  fi  ponamus  fe- 

quentur  iftae  aequalitates 


d dp  \ ^—fddz\ 
dy  ' >' 


dxdy 


Hicque  eft  quafi  nouus  algorithmus , cuius  princi- 
pia  per  fe  ita  funt  manifefta,  vt  maiore  illullratione 
non  indigeant. 

Exemplum  i. 

225,  Si  fit  z=xy  eius  formulas  difierentialet 
. fecundi  gradus  exhibere. 

Cum  fit 


( et  ( ^ = a:  erit 

Exemplum  2. 


22(T.  Si  fit  zzirx^y"  eius  formulas  differentia* 
■ les  fecundi  gradus  exhibere. 

Cum  fit 


erit 


Exem- 
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ExEmplum  5. 


tSf 


t i 

as7.  Si  fit  t=y(xx-f-y7) , tiut  fonmiat 
differentiales  fecundi  gradus  exhibere. 


Cum  fit 
- 

'i*' — i 


:,fj’ 


diz 

<ir)= 


(rp=vi..^>yf  “i* 

yy  ‘ \ . ddz  —xy  ' 

» * dxdy  ~~ 


1 1 

(xx-h/y)’’ 


I. 


■ ^ ddz 

(w)= 


XX 


{xx-\-yyf 


itiScholion. 


M I • I fl 


32  8.  Quemadmodum  binae  formulae  dificreu- 
tialcs  primi  gradus  cuiusque  fiindtionis  » ita’  fuut 
'comparatae  , vt  fit 

et  integrando  < ' ' ••  • 

■ ■ ■ , 

ita' quoque  in  formulis  fecundi  gradus  ait: 

■.n  « • 

Tres  .igitur  formulae  (ccuudi  gradus  femper  ita  funt 
comparatae',  Tt  geminam  integrationem  praebeant^ 
m }lL  A a 'fi 


Digitized  by  Googie 


C A p,  v:t  j. 


^5/ 


fi:  fcilicct  cum  di,fierootialibu9  dx  it  dy  rite  combi>  ^ 
nentur , haecque  proprietas  quae  probe  notetur  , in 
liquentibus  infigue  adiumentum  aficret.  ' 

— • ' J - . .‘'s. 

, Problema  59..  / ^ 

' >229.  :Si  ff  clit  fundio  binarum  variabilium  x 
et  y , hKo  X et  jr  introducantur  binae  nouae  varia> 
bifcs  t «t  # , ita-tt  tara  x quem  aequetur  certae 
fiindioni  ipiarum  > et  formulas  diffocntiales'  fe- 
cundi gradus  ipfius  z refpedu  harum  nouarum  va- 
riabilium definire. 

Solutio.. 


Quatenus  « |jer  x et  .y.  datur , datae  funt 
eius  .fprmulae  difierentiales  tara  primi  gradus  (j^) » 
iiy) , quam  'fecundi  gradus  (jif  ) , , (JA*) , 

ex  quibus  quomodo  formulae'  difierentiales  refpedu 
nouarum  variabilium  r et  u determinentur  definiri 
oportet.  Pro  primo  gradu  autem  cum  fit  • 

quia  tam  x quam  jf  datur  per  r et  u erit 

da:-rf«(l5)+d»(j£).£t  d/=dr(j5)+d»(«|) 

quibus  vatoribus  .fubfiitutis  habdbitur  ipfius  z difie- 
reutiale  plenum  ex  variatione  vtriusque  i et  n 
ortum  : 


-i  Quodfi 
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^ Quodfi  iam  vel  fola  t rariibilis  fumatur , vel  (bla 
u j prodibunt  formulae  difiereutiales  primi  graduii : 


Simili  modo  vkerius  progrediendo,  differenclcmus 
formulas 


(li)-?  « = » ' 

primo  generaliter  f tum  veto  loeo  x et  / etiam  g 
ct  u introducamus ; hincque  '‘nanClfcemur  : 


tndc  ^terimus  formula»  (f|)  ct  pro  variabi- 
litate  tara  folias  i qdara  folias  u affigttarc  i fciiicefr 
cura  (It : 


(3f)=>><if)+«(5?) « (fi)=p(}!)+«(H) 

• '•'t- « .. 

inuememus : 


t^)  = (g?HS)  + <Sf5(g)  + tn)’Cg) 

A a a CorolL  i. 
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230  'Propolita  ergo  conditione  qaadam  inter 
formulas  difierentiales  fun(fiionis  z ' quatenus  per< 
Tariabiles  t et  u deftnitur , eadem  conditio-  pro 
eadem  funi3;ioae  z transfertur  ad  alias  binas  varia'* 
biles  X et  7 , ab  illis  vtcunque  penden^. 

CorolL  2. 

{ 

' 23  X.  Formulae  quidem 

per  ret  u exprimuntur,  ex ' relatione  , quae  intfar 
jt  t j tt  t y u alTumitur  verum  indidem  caedem  for- 
mulae ad  variabiles  x et  jr  reuoari  polTuim 


/ 

Scholion. 


' 23S.  Quemadmoduiil  hk  variabilita»  quanti- 

tatam  r et  » per  formulas  diSerentiales  ex  variabi- 
libus X ct  y natas  eft  exprefla , ita  vicifllm  fi  va- 
riabiles / et  « proponantur , ex  qufbns  certo  modo 
alterae  x tt  y determinentur.,  fequentes  redudio- 
nes  habd)untur,  feda  tantum  variabilium  permuta- 
tione. , Primo  feilicet  pro  formulis  primi  gradus 


/ ii'  * Pro 
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fW  formulis  autem  difierentialibu»  fecundi  gradus: 


•rbi  determinatio  litterarum  reta  per  alteras  jf et 
conGderari  debet.  Quoniam  fcilicet  in  coodit.onibus 
praefcripiis  binis  variabilibus  x ct  y Tii  folemus, 
earum  loco  alias  q|uascimq«c  t et  a introducendo, 
loco  illarum  formularum  diffcrentialium  has  neuas 
formas  ad  variabiles  i et  u relatas  adhibere  poteri- 
- mus , vbi  deinceps  relatio  inter  variabiles  x , / et 
/ « ita  eft  conftituenda,  vt  quaeftio  foluiu  ftcilior 

euadat.  Pro  variis  igitur  hmusroodi  relationibtts 
exempla  euoluamus. 


Exemplum  i. 

233.  Si  inter  variabiles  X , y t , n baee 
relatio  con/iituatur  ^ vt  fit 

t=:aX-i-Py  unyx-f^y, 

' reduUioneia  formularunt  fifferentiaSun  exhibere. 

Aa  3 ’ ' - Cui» 
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Cum  fit 

hincque  fortnalae  pro  liando  gradu  euaDe(cant ; 
habebimus  pro  formulis  primi  gradus : 

(lf)=(5(37>+*(lr> 

pro  formulis  autem  fecundi  gradiis: 

(J4fp=«P(‘-lr)+(‘‘^+Pv)(^T^)+v^(J5?) 

Coro  11  I. 


»34-  Si  fumatur  /=:a:  et  u~x~\~y  t erit 
«rri,  P— o,  yrr I,  et  izni,  erit 

(};)=(3f)+(f:).  (15)=(“)  «1“' 

<j$)=(7T^)+‘(^Tr.)+(rr) 

/ diiz  N — / d ds  \ 

V dj»  i — 'Tu»  ■'*  * • ' . 

Corel I.  2. 

»35.  Etfi  ergo  hic  cft  tamen  non  efl 

(Ij)zc(j?)  cuius  rei  ratio  eft,  quod  informa  (||) 

quan- 
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quantitas  y fumitur  conflans , in  vero  quanti- 
tas n=ar-h/,  id  quod  in  genere  notare  iuuat , ne 
ex  aequalitate  t=x  ad  aequalitatem  formularum  (j|) 
et  concludamus. 

Exemplum  2. 

235.  Si  inter  •oariahi/ef  t , u et  x , y haec 
feJath  cofifiituatur  kit  fit  trzax™  « u=py*,  refiar. 
ffionem  exhibere. 

Hic  ergo  erit 

(5^)=o;  (Jg)=«(«r- 0 (£)=<>  ; 

vnde  obtinemus  pro  formulis  primi  gradus: 
pro  formulia  autem  ftcundi  gradus : 

in  quibus  formulis  iam  loco  x et  y carum  xalores 
per  1 et  tf  induci  debent. 


Exetn- 
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Exemplum  5. 


, »37.  Si  inter  variabikt  t,  n ^ X,  J baee 

relatio  conUituatur  vt  Jit  x— t et  y—u,  fornutlarum 
differentialium  reduBionm  exhibere. 

Cum  ilc  #=rx  «t  «rit 
hiocque  formulae  inuoluentes  ddt  euaaefoant.  Porro 


-ii! . 

■ tt  » 


fiiVm.-!.'  — t*  — — »■ . ( ad» 

, SxJyl  yy  tt  ’ V Jjr»  / ji»- 

vnde  pro  formulis  primi  gradus  habebimus; 
pro  formulis  autem  .fecuodi  gradus; 

■ 

Exemplum  4. 

»38-  Si  inter  variabiles  t,  u et  x,  y i baeti 
rehtto  cmftituatur  ^ vt  fit  t~e*  et  u = e*y  , feu 
* — i*  y — f"  > reduClioncm  forfnukirum  differentia^ 

Sum  exhibere. 


) 


Hic 


/ 
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ip3^ 


Hic  ergo  eft  . • 

Deinde 

tum  vero  ' ' 

Qiiare  pro  formulis  primi  gradus  habebimus; 

Pro  formulis  autem  fecundi  gradus : 

( ^',)  + tt'  £)-+-^  ^ ^ ^ SJ« ) 

* - • ’ • "* 

^ Scholion. 

a 5 9.  Tn  formulis  generalibus  §•  *3*;  datis ^ 
alTumfimus  valores  variabilium  t et  u per  ^ et  y 
exprcffos  dari,  et  vniuerfa 
demum  pro  x et  j'  variabiles  t et  u 
modius  ergo  videatur  , fi  flatim  variabilium  x et  y 

7alor«  formularum  Ili),  mm.r  compl..: 

cate  exprimerentur,  quam  vt  eas  in  .calculum  intro- 
ducere liceret.  Scilicet  fi  x et  per  * et  « den- 

roiiiL  Bb 
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xpf 

tur,  inde  fit 

ac  formulae  fecundi  gradus  multo  mag>s  proditurae 
funt  perplexae.  Qaouis  ergo  calu,  quo  huiusmodi, 
redudlione  vtendum  Tidetur  ' , conieii^ura  potiust 
quam  certa  ratione  idoneam  'variabilium  inunutatio- 
nem  colligi  conueniet.  Alia  veru  etiam  datur  rc- 
doiflio  faepe  ‘ infignena  vtilitatem  > ^derens. , dutm 
ipfius  fundionis  z quaefitae  forma  mutatur , veluti 
fi  ponatur  denotante  V fm»^ioqem  datam 

ipfarum  x et  y y ita  vt  iam  v fit  fundio  quaefita  ; 
quin  -etiam  haec  noua  quaefita  v alio.,  modo  cum< 
implicari  potefi. 

Problema  40. 

2+0.  Propofita  fundione  z binarum  variabi- 
lium X et  y y ac  pofita  s — Pv,  ita , vt  P,  fit; 
data  quaedam  fun<f(|o  ij^rum  x et  , formulas 
difierentiales  ipfius  z per  formulas  diflferentiales  no- 
vae fundionis  v exprimere. 

Solutio. 

Cum  fit  zzzFfV  ex  regulis  difierentiandi  tra-. 
'ditis (habebimus  primo  formulas  di^cofld^s  primi, 
gradus : 

Atque 
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Atque  hinc  deinceps  fbrmdlae  dJffercntialcs  fecundi 
ordinis  ita  prodibunt  exprclTae  : 

(gJ)=(gf)'’+=(g)Cg)-l-P(J^)  • - 

■vbi  cum  P fit  fiindio  data  ip^rum  .r  et  , 'eius 
formulae  di£f.:rentiales  fimul  habentur.’  , 


Corolh  I. 


a+T.  Si  P effet  fundio  ipfius'  x tainthm , 
pota  X 'ttiVn  pofko  smXv  ertt 


I lUlll  pVUXLF  CUI. 

• ( 

C 6 i*  o 1 1. 


/ a d g 
' ojr* 


• I. • 


444.  Transformatio  bacc  e^eiil  Tftlabilds  x 
ct'y  (eruat  et  taWtum  loco  fUuftionis  a' alia  i)  itt- 
trfod«citur^  cmtt  awte  ‘ manttitc  e^e»  fWKfttoifei 
b»rt«c  variabiles  x et  > ad  tflias  t e*  i fifit  redutlifi&.' 
Ex  quo  hae  dna«  transforraationca  gesncre  ftraf  di« 
Ycrfac. 

/ ' Bb  2*  * Scho- 


i 
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Scholion  i. 

£43.  Cafus  fimplicior  fuiflet , fi  per  adiitio* 
nem  pofuiflemus  s:=.P-|-v,  vt  eflet  P funiUo 
quaedam  data  iplarnm  x et  j' ; verum  tum  trans- 
formatio ita  6t  obuia , vt  inueftigatione  non  in- 
digeat : eft  enim  manifefto 

I ddx  , / d d P \ 1 t ddv  \ 

' d a dj  ^ i d X d jr ' *•  ' 3~xSy ' 

f d d z \ I ddP  \ I ■ (ddv  \ 

; — l"d^  'sy' !' 

Neque  vero  etiam  formas  magis  compofitas  euolui 
necefle  eft  , vcluti , fi  ponamus  a::=V(PP-hq;<u) , 
quandoquidem  talis  forma  vix  vnquam  vfum  foret 
habitura. 

Scholion  2. 

&44.  Praemifijs  his  principiis  et  transforma- 
tionibus , negotium  aggrediamur , et  methodos  ape- 
riamus , ex  data  relatione  inter  formulas  difieren- 
tiales  fecundi  gradus , et  primi ' gradus , itemque 
ipfas  qua/ititates  principales  , harum  ipfarum  rela- 
tionem inuefiigandi-  Hic  fcilicet  praeter  ipfas  quan- 
titates X ^ y y et  s , earumque  formulas  diderentia- 
les  primi  gradus  (||)  et  (^)  confiderandae  veniunt 
tres  formulae  diflferentiales fecundi  gradus  (3^  )i  <^) 
(d>*)i  quarum  vel  vna  vel  binae,  vel  omnes 
(res  ia  relationem  propoiltam  ingredi  polTuat , vbi 

- - • -I. 
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infupcr  ingens  dHcrimen  formalae  primi  gradus , 
fiue  in  relationem  ingrediantur  , (lue  fecus , cooiU' 
tuunt.  Non  foium  autem  nimis  longum  foret  omnes 
combinationes  vti  in  praecedente  fedione  fecimus , 
profequi,  (ed  etiam  defedus  idonearum  methodorum 
impedit , quo  minus  fingula  quaeilionum  huc  per- 
tinentium genera  percurramus.  Capita  igitur 'per- 
traftanda  ita  inftituamus  , prout  methodus  foluendi 
patietur , ea  , vbi  nihil  praedare  licet  penitus  prae- 
termiffuri. 


Bb  j CAPVT 
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.1^ 


DE 

VNA  FORMVLA  DIFFEREN- 

TIALI  SECVNDI  GRADVS  PER  RELI- 
QVAS  QVANTITATES  VTCVNQVE 
• DATA. 


Problema  41. 

2+5. 

Si  X debeat  eflc  eiusmodi  fiinAio  ipiarirm  x et  f 
vt  formula  fecundi  gradus  aequetur 

fundioni  datae  ip&rum  x et  indoJem  fiinaioois  z 
inueftigare. 

Solutio. 

• Sit  P fundlio  ifla  data  ipfarum  x et  j ^ ita 
Tt  efle  debeat  — P.  Sumatur  iam  y con- 
flans , et  cum  flt 

erit 

Tnde  integrando  prodit 
(J-*)=/Ptfar-hConfl. 

integratione  /P  d x quantitas  y pro  conflante 
habetur , et  conflans  adiicienda  fundlionem  quam- 
cunque 
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canque  ipfius  y deootabic , ica-vt  haec  prima  inte- 
gratio praebeat 

Nunc  iterum  quantitate  y vt  conftante  fpeftata  erit 
dz—dx(^^)  feu  dz—dxfTdx-\-dxf\y 

vbi  cum  fVdx  fit  furuflio  iplarum  x et  y,  quarum 
haec  y conllans  alTumitur,  detiuu  infiimta 

dabit : 

z—fdxf?dx-\rxf'.y-\-Y’.y 

quod  cft  integralc  completum  aequationis  differentio- 
diflbrentialis  propofitae  {^)— P;  propterea  quod 
duas  fuadiones  arbitrarias  f\y  et  Y:y  completflitur, 
quarum  vtramque  ita  pro  lubitu  accipere  licet , vt 
etiam  func^tiones  difcoutmuae.  noa  exdudaatur. 

Coro  11.  I. 

a4<y.  Quodfi  ergo  proponatur  haec  conditio 
eius  integratio  completa  dabit 

z-=zxfiy-\-Y:y 

ob'  P::=o.,  cuius  veritas  ex  difierentiatione  perfpici- 
tur,  vade  fit  primo  tum  vero 


Coroll.  s. 


aoo 


C A P V T II. 

C o r o 1 1.  2. 

a47.  Eodem  modo  in  genere  intcgrale  inuen- 
tum  per  differentiationem  comprobatur.  Cum  enim 
inuenerimus 

s - fdxf?dx-hxf:j>  + 
prima  difftrentiatio  praebet 
Cr.)-f^dx-\-f‘.y, 
repetita  vero  (j4^)  = P. 

CoroM.  2- 

34-8.  Simili  modo  fi  haec  proponatur  condi- 
tio ( ) = 0.  exiftente  Q fundtione  quacunque 

ipfarum  x ct  j' , intcgrale  completum  reperitur  : 
z=fdyf Qdy-\-yf:  x 4- F 

vbi  in  geminato  integrali  fdyfQdy  quantitas  x pro 
conflante  habetur. 

Scholion. 

a 49.  Hinc  ratio  integralium  completorum  , 
quae  ex  formulis  diflerentialibus  fecundi  gradus  na- 
fcuntur  , in  genere  perfpicitur  quae  in  hoc  cfl  fita, 
\t  duae  fun<fliones  arbitrariae  inuehantur  , vbi  ite- 
rum notandum  efl  , has  fundfiones  tam  difeontinuas 
quam  continuas  efle  pofle.  Nifl  ergo  per  totam 
hanc  feftinnem  integralia  duas  huiusmodi  fundfiones 
arbitrarias  inuoluant  , ea  pro  completis  haberi  ne- 
queunt. 
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<)oeant.  Quotietouique  enim  problema  ad  hujus- 
modi aequationem  (1^)— P perducit,  cius  indoles 
femper  ita  ert  comparata  , vt  tributo  ipfi  x certo 
quodam  yalore  x~a , tam  formula  (^J  quam  ipfit 
quantitas  z datae  cuipiam  fundbioni  ipdus  ^ aequari 
poflit.  Quare  fi  tam  integrale  fVdx  quam  hoc 
fdxfVdx  ita  accipiatur,  Yt  pofito  x^a  euaiiefcat, 
erit  pro  eodem  cafu  xzza^  Yalor 

^ z — af'.y^F:y, 

Ttide  ex  ■ problematis  natura  Ytraque  fundio  f'y  ct 
F :y  definitur.  Haec  auteni  applicatio  ad  omnes 
cafus  fieri  vnon  poffet , nifi  integrale- completum  ha- 
beretur i quanoobrem  in  hoc  praecipue  cii  incum- 
bendum , Yt  omnium  huiusmodi  problematum  iti- 
tcgralia  completa' habeantur.  Ceterum  hic  in  per- 
petuum monendum  duco  , quoties  huiusmodi  tor- 
. mula  integralis  f?dx  occurrit,  femper  folam  quan- 
titatem X Yariabilem  accipi  efle  inediigendam  ; fi- 
quidem  fi  etiam  r Tariabilis  acciperetur , formula 
fVdx  ne  fignificatum  quidem  admitteret.  Simili 
inodo  in  formnla  fdxf?dx  intelligi  debet,  in  Ytra- 
que integratione  folam  x.  , Yariabilem  aflUmt.  Sin 
autem  talis  fotmz* fdy/Fdx  occhrrat,  intelligendnm 
eft  integrale  f?dx  ex  Yariabilitate  folius  x colligi 
jdebere  , quod  fi  ponatjiir  — R ',  Yt  habeatur  /Rdy^ 
hic  iam  fbla  y pro  variabili  erit  habenda! 

* - . ' - 

Vol  IIU 


Cc 


Exem- 


202 


C A P V T II. 

Exemplum  i. 


250.  Quaeratur  binarum  variabiBum  T J 
mutmodi  funSio  z vt  /it  { -j^r ) — t * 

Cam  hic  fit  , erit  . 

• f?dxt=:^  tt/dxfVdx:=z*^i 
ficquc  habebitur  c»  prima  iutegraiioae : 

ita  Tt  *pofito  **=«  . ^r:) 

U ipfihs^  aequari  l«(fit  feu 
cuiuscunque  , refpondcnti  aWciffae  y. 
altera  integratione  ioftituta , erif 
z:=z^  + xf:y'^^  -yt 
<jui  valor’cafu  x=:a  denuo  fundioili  cuicunquer 
ipfiusjf  aequari  poteft. 

Exemplutti  2. 

z$i.  QMeratur  binarum  variahij^  X 7 
tiumodi  funBvo  z vt  fit  (4^)— viVaT-j-jj-J* 
ru.  p-r  ) erit 

Jlfdx=:aW{xx-^ryy)  » , , 

fdxf?dx=:afdxVixX'\-yy)=^\o^i^*'^^^l 

^\ayyl[x-{-\{xx-\-yy^^ 
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Tnde  prima  integratio  praebet: 

{%)zzaV altera  Tero 
x-UxV  {xx+yy) +\ajyl{x+  y{xx-\jff)h-3^ yf+F  :y. 

, Exemplum  3. 

a 5 a.  Qmeratur  binarum  mriabiBum  x et  y 
eiusmodi  'funato  z , vt  fit  fd^)zz- l__ — 

j » / ^ dx*  / v(aa— »x  — yyl 


Cum  fit  P:rr- 


ent 


'V(  aa  — x* — yy) 

f?dx  = Ang,  fim— ^ 

(Um  vero 

Quare  integratio  prima  praebet : 

J . r • - 

hincque  ipla  funSip  quaefita  erit 
*=xAng.fin.^.^.j^£;_  {aa-xx-jy)+xf\y‘\r^\Jf' 

Exemplum  4. 

* *53»  ^aeratur  binarum  variabilium  x et  j 

eiusmodi  funQio  z , vt  fit  (.||f  )=:xfin.(x4-y). 

Ob  P:=:arfin.(a:-hy)  , erit 

f?dx  -fxdx  fin.  ( X ■\-y)--xcor.[x-\-y)-yfdxco{.{X’\y) 

= - :?  (joC  ( a ) -f  fin.  ( a: +y  )• 

Cea  Tum 
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Tum  vero  eft:  • • ' ‘ 

/j.</jrcof.  (x  -I'/)  ==x  fitt.  ( j?  f/)  4-con  (x  +>) 
ideoque 

/</x/P<ix:=~-  iCoC.(x+_y}—xCin.(x-i-j'J» 
Quocirca  amix)  noftra  iutegralia  erunt 

(f») fin. (x+j,) -xcoC (x+jJ-i-/:/  et  ■ , 

, l 

z=—2CoC.(x+j)—xRn.(x+j')+x/':j'+Etj. 

*■  . k 

* ■ ^ A 

Problema  42. 

' . ■ IV  •.  'J» 

'2^4-.  Si  z debeat  cfle  ciusmodi  fonillo  ra- 
riabilium  a:  et  ^ , vt  fit  ' 

(•^)=J’(f:)+Q..'  ■ ..  '■ 

exiflentibus  P et  Q fundtionibus  quibusuis  ipfanitn 
a:  et  / , indolem  funftionis  z in  genere  ihueftigare. 

t 

Solutio. 

„ . Ponamus  hic  — Tt  fit  (44^)=(j|), 
erit  nofira  aequatio  integranda : 

fpe«aetur  ergo  fola  ar  vt  variabilis,  et  ob  dvzdx{^ 
ent 

</ V — P V </ar  4- Q</x  j 

' - * quae 
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qaac  per  mulciplicata  et  intcgtata  dat: 

g-jrixy^fg-lfdxqjx-^fiy 

ideoque 

^ ^ **  0/^X4- */lx* 

Retineatur  fola  x variabilis , fpedlata  y vt  conftante 
et  ob  dz=dx{^^^)  erit  ’ • 

z z=:fe^^^  *dxfe~^  ^^*(^dx~\^fiyfe^^^*dx+  F \y 

quod  ob  binas  functiones  arbitrarias /y'  et 
integrale  completum.  ' ‘ 

Coroll.  I.  - 

255.  Problema  hoc  multo  latius  patet  prae- 
cedente , cum  conditio  propofra  etiam  formulam 
primi  gradus  (|^).  inmduat , nihilo  vero  minus  ft>- 

lutio  feliciter  fucceffit.  - ' ' . ' % . ^ 

Coroll.  2. 

V • 

255.  Hic  ergo  quadruplici  integratione  cft 
opus  , primo  fcilicet  quaeri  debet  integrale  f?dx , 
quod  fi  ponatur  =:iR  quaeri  porro  debet  integrale  . 

fe^^^*dx~f^dx  i 
quodfi  ponamus  =:S  , rcftat  integrale 
JKdxf'^^fdSS^S 
• Cc  3 q«od 
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quod  abit  in  ‘ 

ita  vt  infuper  hae  duae  ibrmae  integrari  d^eant. 

Coro II.  2* 

257.  £o(tem  omnino  modo  refolnitiu:  proble« 
ma , quo  ede  debet 

fi  P et  Q.  fuerint  fun<^iones  quaecuoque  dat^  ij^- 
rum  X et  y.  Reperitur  enim  : 

*^ydyfe-^^^yQdy^f:x.fel^^ydy-\-l^ix. 

Exemplum  i. 

358.  Qfaeratur  binarum  «armbiBm  X ff  J 
tiusmodi  funaio  t , vt  Jit 

Pofito  /ymtoqne  folo  x Tariabili, 

erit  1?=;^,  ideoqne  ~ = cuius  integraie 

® = = . 
lam  iterum  fbla  x pio  variabili  habita  , «it 
d z~x*  dxf:y 

-cuius  integraie'  completum  eft  i ' i 

* = np  *"-^'/y4iF  V.  ■ ; ■ v-  ■■ , . 

I r Cafii 
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Cafli  ameffi  i feu  erit 

(r*)=i/ir  « z-lx.f:y^Y:y,  ' 

'Exemplum  2. 

459.  Qtmratur  binarum  variahWum  x t$  f 
tiusmodifunaio  2,  >ot  Ja  f 

Pofito  > fumtoqae  Iblo  Jr  -variabili 

erit 

* aj»  . 

quae  aequatio  per  x”  diuiia  ct  integrau  praebet 

V ^ dx —a 

y ^ X'^'  »x"/ 

Sit  iterum  fola  X variabilis  vt  habeatur 
ixzr^H^  + ^dxf-.y, 
prodibitqne  integraie  completam 
■ a ;S:  X*-»-'/ 4- F : 

Exemplum  3. 

2(So.  Quaeratur  binarum  variabiBum  x et  y 
eiusmodi /ufiaio  vt  Jit  ( J a)  ‘ 


Polito 
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Polito  (^)rrc,  crit  famendo > t^nlhos.i 


d V ~ 


‘ d X 
_ t n XV  dx 


xx~i-yy 


xd» 

ay 


quae  aequatio  per  diuila  et  integrata  dat : 

xdx'  1 


V 


{xx-\^Y'  aj^{xx-\^yT  ~ x{n-i)qnxx-i^j>y 

Hinc  fumto  iterum  ><  conflante  fit  - ’ 

^ = ~\\7^!ap  -^f'y’f{xx^yy)'dx+^-.y.  . 
Cafu  quo  n=i  feu 


n-i  H-Zy' 


T^5^—ryf^;^y-^—^K{xx-\ryy)-\-f:y  hinc 


(j1  ) = *-i^-^Kxx^yy  )4-( a,' jr-t-j-/) f:y , ct 
^ -{x^-V  6 a:/*— 6j'*Ang.tang.^) 

'\-\x{xx-\-^yy)f-.y-^Yy. 

Problema  45. 

a<?i.  Si  z d^at  effc  eiusmodi  fundio  bina- 
rum variabilium  x et  j , vt  fit 

<4lf  )=P(|j”)  + <i, 


exiftentibus  P et  Q fundionibus  quibuscunque  datii 
omnium  trium  variabilium  x,  y et  « , ^indolem 
fundionis  inueftigare,^  y a . ^ 


Solutio. 
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S olut  io. 


^ A • M %,  A vr» 

Pofifa  qusDcitate  y conftaate  , «rit 

/ \ — 4de  / 4«\ dz  . 

V dx*  ; — TiT  « — fi» 


ideoque  habebitur  aequatio  differeutialis  (ecundi  gn- 
dus  ad  librum  praecantem  pertinens : 

ddzz::?dxdz-{-Qjix* 


quae  duas  tantum  variabiles  x et  s inuoluere  eft 
cenfenda , quia  > in  ea  tanquam  t^nftans  fpe&atur. 
Tentetur  ergo  integratio  huius  aequationis  per  me-* 
sthodos  ibi  expohtas ; quae  ii  fucc^erit  hxo  bina- 
rum conftantinm , quas  duplex  integratio  inuehit 
fcribantur  ipiius^  funifiiones  indefinitae  f:y  et  Fti', 
quae  ,adeo  difcontinuae  accipi  poiTunt , ficque  habe- 
bitur aequationis  propofitae  integrale  completum. 


C o r o 1 1.  I 

iffa.  Reducitur  ergo  folutio  huius  problematis 
ad  methodum  integrandi  io  fuperiori  libro  tradi- 
tam f vbi  funifiionem  vnius  variabilis  ex  data 
diflferentialium  (ecundi  gradus  relatione  inueiUgari 
oportebat  t 

C O r 0 1 1.  2. 

2<?3.  Quodfi  ergo  refolutionem  omnium  ae- 
quationum differentialium  fecundi  gradus  , quae  bi- 
nas tantum  variabiles  inuoluunt , hic  nobis  concedi 
poftulemus , folutio-Jioftri  prctlematis  pro  confeda 
efi  cenienda. 

m III. 


Dd 


CotoU.  3. 


ftrd 
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Coroll.  3. 

s(?4.  Me  noa  monente  intelligititr  , eodem 
modo  aequationem 

tranari  oportere  , eiusque  folutionem  tanqnam  coo^ 
fedam  fpedlari  pofle , quaecunque  fueriut  P et 
fuudtiones  iplarum  x tj  et  x 

I 

Scholion  i.  ' 

affj.  Ex  folutionis  ratione  intelligitnr  pro- 
blema mulco  latius  patens  fimili  modo  refolui  p^  : 
ii  enim  formula  (-^^)  quomodocunque  per  quan- 
titates principales  x , y e ac  praeterea  formulam 
(||)  determinetur,  ita  rt  etiam  huius  formulae 
poteflates  aliaeue  fundiones  quaecunque  ingrediautur') 
folutio  femper  ad  librum  fuperiorem  reuocablCur» 
quia  ponendo  > conflans  fit 

f dz  \ dz  at-  f di  z \ dd  z 

V ai  / — 7i  Varii-;  — T*»  * 
ideoque  refultat  aequatio  difierentialis  fecundi  gradils 
formae  conluetae  duas  tantum  variabiles  x et  z in- 
voluens.  Hoc  tantum  teneatur  loco  conflantium  per 
vtramque  integra'ionem  ingredientium  feribi  opor- 
tere formas  f:y  et  F : Satis  igitur  notabilem 
partem  propofiii  noflri  expediuimus,  fcilicet  eum 
■vel  Vtcunque  per  x,  z et  (J^),  vel  (^) 

■vteunquo  per  x , j' , z et  (||)  determinatur  > ibi 
nempe  excluditur  formula  primi  gradus  (^)  hk 


tero 
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ytro  formula  (j|).  Qu»  fi  accederet , quaeRiobac 
methodo  neutiquam  traftaci  pofiet ; quemadmodum 
vel  ex  hoc  cadi  fimplicifiimo  — (^)  intclU- 

gere  licet,  cuius  refolutio  maxime  ardua  efi  pu> 
taiuU.  •’ 

Scholion  2. 

« 

i66.  Cum  igitur  trium  formularum  diflercu- 
tialium  fecundi  grados  (Jg)  -,  (a1^5>»  Pri- 

mam ac  tertiam  hadeous  fim  contemplatus , qpa- 
tenus  earum  per  reliquas  quantitates  determinatio 
lelblutionem  admittit  methodo  quidem  hic  adhibita: 
fupeiieft  vt  formulam  quoque  fecundam  con- 

fideremus , et  quibosnam  determinationibus  per  re- 
liquas quantitates  x z , (j^) , (j^)  folutio  ab- 
iblui  queat , inueftigemus,  in  quo  negotio  a calibu» 
l^plicifiimis  exordiri  coouenieL 

problema  44. 

257.  Si  z eiusmodi  debeat  ede  foqdlio  bina- 
rum variabilium  x et  ^ vt  fiat  P . exi- 

fiente  P funAione  quacunque  data  ipfarum  x et  ^ , 
indolem  fundUonis  z generaliter  determinare. 

t 

Solutio- 

Pootttur  critque  , ideo- 

que  habebitur  (|^)=P.  lam  ipe&etur  quantitas  x 

D d a vt 
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Tt  coftftans , ita  yt  P folam  yariabiletn  y contineat,, 
eritque  P</j  , vndc  in  hypothcli  quantitatis  x’ 
conflantis  integrando  prodit 

Ybi  jVdy  erit  fundio  data  ipfarum  x tt  y.'  Nunc'  . 
porro  (pcifletur  a:  Vt  variabilis,/  vero  vt  conflans, 
Tt  adipifeamur  hanc  aequationem  di&rentialem : 

dz—dxfVdy-^dxfiX, 
quae  integrata  dat: 

zz=:fdxf'Pdy-V-f:x+Jf  :y 

Tbi  cnm  habeantur  duae  fundiones  arbitrariae , id 
indicio  efl , hoc  integrale  efle  completum. 

C o r o 1 1.  I. 

a<J8-  Si  ordine  inuerlb  primum  / tum  vero  x 
conflans  pofuiflemus , inueniflemus 

ii^)=f^dx-{-‘f:y  et  z=zfdy/?dx+f:y+¥iXt 

qui  Talor  aeque  latis&cit  ac  praecedens. 

C O r 0 1 1.  2. 

affp.  Patet  ctgo  vel  fore 
fdxf?dy=zfdyrVdx,. 
jel  differentiam  faltem  exprimi  per  aggregatum  ex 
lundione  ipfius  x et  fiindione  ipfius  /.  Quod  etiam 

inde 
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paiet  quod  pofito 

fdxfVdy—fdyfVdxz^-yf 
fiat  vtrinque  P=(^). 

C o r o I L 2' 

S70.  Si  fit  P-o  , feu  debeat  eflc 
repetitur  pro  indole  fundioois  z haec  forma 
z zzj:x  4-  F :j'. 

Scholion. 

471,  Hic  cafus  in  dodrina-  fcdidorum  'fire- 
qnenter  occurrit,  fi  enim  natura  fuperficiei  expri- 
matur aequatione  inter'  ternas  coordinatas  x^y  et  «, 
erit  foliditas  —fdxjudy  , quare  fi  foliditas  expri- 
matur per  z , erit  , ordinatae  fcilicet  ad 

binas  J^tty  normalL  Tum  vero  fi  ponatur 
du^pdx-^  qdy) 
fuperficies  huius  (olidi  erit 
'=£fdxfdyV[i‘\-pp->rqq)  i 
quae  fuperficies  fi  exprimatur  littera  z , erit 

Quando  ergo  in  neftro  problemate  eiusmodi  fun- 
dio  z ipfarum^a:  tt  y quaeritur,  vt  fit  (^)=P, 
idem  eft  ac  fi  quaeratur  (bliditas  rcfpondens  luper- 
fidei  t cuius  natura  aequatione  inter  ternas  coordi- 

D d 3 natas 


204- 
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Tum  vero  eft ; • 

fxdxc<^.  (ar+j)  bar  fin.  (a?  f/) +coC  (a:  +/) 
idcoque 

/</ *•/ P iar  — - 1 cof.  ( a: +> ) - a:  fm.  ( a: +/ ). 
Qupcirca  ambo  noftra  integralia  erunt 

(^*‘)zzfin.(a:+^,)-icoC(af+^)+/:>  et  . 

« =-  2 cof.  ( ar+j.)  - ar  fin.  (af )+ar/‘?>' + E l/. 

' . I 

^ _ i y 

Problema  42. 

. ■ ;v  'it 

2^+.  Si  z debeat  eCTc  eiusmodi  fimftio  Ta- 
riabilium  x e\  y , vt  fit 

(4^)  = p(15)4-q.;  ; . -■' 

exiftentibus  P et  futidionibui  quibusuis  ipfarum 
ar  et  > , indolem  fiioftionis  z in  genere  inueftigard. 

. . : f 

Solutio. 

„ , Ponamus  hic  (J|)r=v,  vt  fit 
erit  noftra  aequatio  integranda : 

fpe^letur  ergo  fola  x vt  variabilis,  et  dvzdx{^ 
erit 

d vzz?  V d X ■+■  Q^d  x ; 

f . - . quae 
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qaae  per  multiplicata  et  iotegrita'  dat; 

g-srixy  — 1^-/  f d * Qjx 

ideoqxie  - 

Retineatur  fola  x variabilis , fpedlata  y vt  conftantc 
et  ob  dz=dx{^J  erit 

z-=zfe^^^*dxfe~^^^’‘(^dx~\-f:yfe^^^’‘dx-{-?ty 

quod  ob  binas  functiones  arbitrarias  pj  et  Fy'‘'eft 
integrale  completum. 

Coroll.  I,  - 

<•  « 

z$$.  Problema  hoc  multo  latius  patet  prae- 
cedente , cum  conditio  propofi^a  etiam  formulam 
primi  grados  (^)>  inuoluat , nihilo  vero  minus  f<>* 
lutio  feliciter  fucceflit.  - ' u ? ...  1 

. » *r  r 

Coroir.  2. 

V • 

»$d.  Hic  ergo  quadruplici  integratione  eft 
opus  , primo  fcilicet  quaeri ' debet  integrale  f?dx  , 
quod  fi  ponatur  =/R  quaeri  porro  debet  integrale  . 

j-gjrd*d  x—fKd  X , 

quodfi  ponamus  zzS  , reftat  integrale 

JKdxS^=fdSS^,, 

*■’’  ■ Cc  3 


quod 


aotf  C A P V T II. 

quod  abit  ia 

crQ.i*  ^Q.s  d X 

Sf-tr  f—r'> 

ita  vt  infuper  hac  duae  ifbrmae  integrari  d^eant 


Corel  I.  5. 

a 5 7.  Eodem  omnino  modo  refpluititr  probk- 
roa , quo  efle  debet 

^ P et  Q.  fUcriqt  funftioaes  quaecunque  d^tae  ipft- 
rum  X et  y.  Repetitur  enim  : 

riyfiyfe-Sf<iyqdy’^f:x.fef*<^ydy+¥ : x. 

^ Exemplum  u . 

058.  Qfaeratur  binarum  variabiBum  x ft  J 
eiusmodi  funQio  z,  vt  ft  {-flr  . 

Pofito  /umtoqqe  folo  x Tariabili, 

erit  ideoque  imegrale 

, V = ( j|)  = ' 

lam  iterum  fola  x pro  variabili  habita  , nic 
d z~  3^  dxf:y 

xuiu»  integrale' completum  efte  T ? 

, CaOi 
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Cafti  autcffi  nm—t  ftu 

(r«)=i/^  a=/A-./y^4-F:j'.  ‘ 

-Exemplum  2. 

459.  Quaeratur  binarum  variabiStm  x et  f 
eiusmodi  funa,o  z,  «lyf/ 

Pofito  (||)=v,  futmoque  folo  yariabili 
erit 

dv—  -4- ii-* 

» *jf  , ■ 

quae  aequatio  per  x*  dtui£i  ct  integrata  praebet 
V a ^ dx  —a 

feu 

*’=(f:)=?j +*’/=/• 

&it  iterum  Ibla  i variabilis  vt  habeatur 
dx  = '^^-^x*dxf  :y  , 
prodibitque  integrale  completum 
’ « ^ + rjr.  + F 

Exemplum  5. 

260.  Quaeratur  binarum  variabiUum  x et  j 
eiusmodi  ftmaio  z,  ^ fit 

Pofito 
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dv  — -4-  ^ 

xx~^-yy  ay 


quae  aequatio  per  (ar-v+ZJ)*  diuifa  ct  integrata  dat : 
xdx  ' ' I 


V 


ay^\xx-\^y'  2{n-i)qy[xx-iyj): 

(tu  v = 

Hinc  fumto  iterum  y conflante  fit  ‘ • 

-^f‘yJ[xx-Jryy)'dx+Y\y. 

Cafu  quo  n=i  fcu 

«i* 


-+f-y 


hinc 


i'^^)—^^-^Kxx-{-yy)~\-(,xx-\-yy)f:y  et 

6a.y-6/Ang^ 

'■^\x{xx^:^yy)f.y-^Y:y. 


Problema  45.  ; 

26 1,  Si  z <kbeat  effi:  eiusmodi  fundio  bina- 
rum variabilium  x ct  y ^ vt  fit 

<44f)=P(|j*)  + Q, 

exiftentibus  P et  Q fundionibus  quibuscunque  datii 
omnium  trium  variabilium  x ^ y et  « , *indolem 
fundionis  a inuefligare,..  / w , • v 


Solutio. 


Digitized  by  Coogie 


Solutio. 


Pofita  quantitate  y conftante  , «rit 

^ d »*  / — d X*  ^ dx  ^ — 


d z . 
Tx  » 


ideoque  habebitur  aequatio  diflerentialis  (^undi  gra- 
dus ad  librum  praecantem  pertinens ; 


ddz^Vdxdz-\-Qdx* 


quae  duas  tantum  Tariabiles  x et  s inuoluere  eft 
cenfenda , quia  > m ea  tanquam  (^nftans  fpe^tur. 
Tentetur  ergo  integratio  huius  aequationis  per  me- 
thodos ibi  expoUtas  i quae  (i  fuccefferit  loco  bina- 
rum conlhintium , quas  duplex  integratio  inuehic 
fcribantur  ipGus  y funflliones  indefinitae  f:y  et  Fy', 
quie  adeo  difcontinuae  accipi  polTunt , ficque  habe- 
bitur aequationis  propofitae  integrale  completum. 


C o r o 1 1.  I 

162.  Reducitur  ergo  folutio  huius  problematis 
ad  methodum  integrandi  in  fuperiori  libro  tradi- 
.Cam  y vbi  fundionem  vnius  variabilis  ex  data 
diderent ialium  lecundi  gradus  relatione  inuefiigari 
oportebat.  . 

C O r 0 1 1.  2. 

263.  Quodfi  ergo  refolutionem  omnium  ae- 
quationum di^rentialium  fecundi  gradiis  , quae  bi- 
nas tantum  variabiles  inuoluunt , hic  nobis  concedi 
pofiulemus , folutio.jioftri  prcA)lemati8  pro  confefta 
efi  cenlenda. 

.m  III. 


Dd 


Coroll.  3. 


Coroll.  5. 

a6^.  Me  noa  monente  intelligitur , eodem 
modo  aequationem 

(4^)  = p(3|)-t-Q. 

traiftari  oportere  , eiusquc  folutionem  tanquam  co»r 
fedam  fpe<ftari  poflfe , quaecunque  fuerint  P et  Q;^ 
fundtiones  ipfarum  x et  2. 

ScholioR  I. 

i6i.  Ex  folutionis  ratione  intelligitar  pro- 
blema multo  latius  patens  fimili  modo  refolui  pofle  : 
fi  enim  formula  (4^)  quomodocunque  per  quan- 
titates principales  2 , > z ac  praeterea  formulam 
(^)  determinetur,  ita  vt  etiam  huius  formulae  {^) 
potefiates  aliaeue  fundiones  quaecunque  ingrediantur, 
Iblutio  femper  ad  librum  fuperiorem  reuocabiCur» 
quia  ponendo  j'  conflans  fit 

dz  ( diz  \^ddz 

Vdl/— 7i  « l / — T?  » 

'ideoqne  refultat  aequatio  difierentialis  fecundi  gradUs 
formae  conluetae  duas  tantum  xariabiles  x et  2 in<- 
\oluens.  Hoc  tantum  teneatur  loco  conflantium  per 
■vtramqiie  integrationem  ingredientium  fcribi  opor- 
tere formas  fij  et  F :y.  Satis  igitur  notabilem 
partem  propofui  noflri  expediuimus,  fcilicet  eum 
'vel  vtcunque  per  x,  y,  2 et  (^),  vel  (^) 

\rcunque  per  x^y,ztt{^)  determinatur,  ibi 
nempe  excluditur  formula  primi  gradus  {—)  hic 

tero 
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itTo  formula  {^).  Quae  fi  accederet , quaefiiobac 
methodo  ueutiquam  traiftari  poflct ; quemadmodum 
■vel  ex  hoc  cadi  fimplicifiimo  (^4r-)  = {J|)  intelU- 
gere  licet , cuius  refolutio  maximq  ardua  eft  pu- 
tanda. • * 

Scholion  2. 

%6S.  Cum  igitur  trium  formularum  difiereu- 
tialium  fecundi  gradus  (|||)-,  y (5^^  P“" 

mam  ac  tertiam  hadeuus  fim  contemplatus,  qua- 
tenus earum  per  reliquas  quantitates  determinatio 
refolutionem  admittit  methodo  quidem  hic  adhibita: 
rupeieft  vt  formulam  quoque  fecundam 
fideremus  , et  quibusnam  determinationibus'  per  re- 
liquas quantitates  x,  « , (H)  t (I5)  folutio  ab- 
fi>lui  queat , inueftigemus,  in  quo  negotio  a cafibut 
fimpliciflimis  exordiri  conueniet. 

Problema  44. 

257.  Si  z eiusmodi  debeat  efle  fuqd|o  bina- 
rum variabilium  a:  et  ^ vt  fiat  {§—)—?  , exi- 
fiente  ? functione  quacunque  data  ipfarum  a:  et  ^ , 
indolem  funt^ionis  z generaliter  determinare. 

Solutio. 

Ponatur  eritque  ideo- 

que  lufoebitur  (||)=P.  lam  Ipedetuc  quantitas  x 

D d a v( 
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Tt  coftftans , ita  Tt  P fcJam  Tariabilem  y contineat,, 
eritque  dv=.Vdj  ^ vnde  in  hypothcii  quanthatis  x" 
conflantis  integrando  prodit 

▼bi  jVdy  erit  fiindio  data  iptaram  x tX.  y.  ' NuhC'  . 
porro  (peAetur  x Vt  variabilis,/  vero  vt  conflans, 
vt  adipifeamur  hanc  aequationem  diflerentialem : 

dz-dxfVdy~\-dxfiX^ 
quae  integrata  dat: 

zz=.fdxfl?dy-]rfxx-^t  \y 

vbi  cnm  habeantur  duae  fundiones  arbitrariae , id 
indicio  efl , hoc  integrale  efle  completum. 

C 0 r o 1 1.  I. 

atfS-  Si  ordine  inuerlb  primum  / tum  vero  x 
conflans  pofuiflemus , inueaiflemus 

et  zz=.fdyf'?dX’\-f'.y-\-Y\Xy 

qui  valor  aeque  latis&cit  ac  praecedens. 

C O r 0 1 1.  2. 

adp.  Patet  ergo  vel  fore 
fdxf?dy=fdyfVdx,. 
vel  differentiam  faltem  eJtprimi  per  aggregatum  ex 
fimdionc  ipfius  x et  fundione  ipfius  /.  Quod  etiam 

inde 
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palet  quod  pofito 

fdxf?dy:z:fdyfVdxzz'\t 
fiat  vtrinque  P=(^). 

C o r o IL  5. 

170.  Si  fit  Pro  y fcu  debeat  efle 
repetitur  pro  iadole  fuadioois  z haec  forma 
z zz/:x  ~^F  :y. 

Scholion. 

271.  Hic  cafus  in  dodrina.  foliiforum  'fie* 
quenter  occurrit,  fi  enim  natura  fuperficiei  expri> 
manir  aequatione  inter  ' ternas  coordinatas  x^y  et  », 
erit  foliditas  —fdxjudy  , quare  fi  foliditas  expri- 
matur per  z , erit  , ordinatae  fcilicct  ad 

bitias  Jfrbtj'  normali.  Tum  vero  fi  ponatur 
du~pdx^  qdy\ 
fiiperficies  huius  (olidi  erit 
:=/dxfdyV{i+pp+qq)  y 
quae  fuperficies  fi  exprimatur  littera  z , erit  ^ 

Quando  ergo  in  noftro  problemate  eiusmodi  fim- 
dio  z jpfarum^a:  et  j-  quaeritur,  vt  fit  (^)=P, 
idem  eft  ac  fi  quaeratur  foliditas  rcfpondens  luper- 
ficioi  f cuius  natura  aequatione  inter  ternas  coordi- 
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natas  x , y tt  ? exprimitur.  Exemidii  igitar  ili- 
^uut  hunc  calculum  illuflremtts.  ■ 

Exemplum  i. 

a 7 2.  Quaeratur  hinarum  variabilium  x.  tt  f 
riusmodi  fun£lio  % \ vt  fit 

Cura- hic  fit  PcraATrl^P/  erit  . , . 
f^^dy—axy-irl^yy  et 

fdxfVdy—\a.xxy-^\^xyy~\xy{o.x-\-^y)^ 
\nde  fundiio  quaefita  % ita  exprimitur  vt  fit 
' zzz\xyiaLX-^^y)-\‘fiXrirT'.y. 

* . 't 

Exemplum  2. 

273.  Quaeratur  binarum  variabifium  X et  J 
riusmodi  funOlo  z,  vt  fit  = V (aa-yy). 

Hic  eft  ?zzV (aa  -yy)  ^ ergo 

f?dx—xV{aa-yy) , 

vbi  quia  periode  cfl,^  varjabilitate  ipfius  x incipio. 
Hinc  igitur  fit 

/dyf?dx=zxfdyV (aa-yy)  = ixyV(aa -yy  ) 

ri-iaaxf  y(at— 

«X  quo  integrale  completum  erit 

z = lxyV  (aa  —yy ) 4-  *n  a x Ang,  Cn.^  + F 

Exera- 
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Exemplum 


474,  Queratur  binarum  variabiUum  t et  j 
eiusmodi  famio  fit  ( V( « « - i * i. , 

Ob  P=7T7rrrr=^, 

/P<y=:g  Ang.  fio.  ^ t ^ a «7  ' 

fdxf?d^=afdxkng.&a,^^^^y_I^Y. 


Ponatur  breuitatis  gratia 

Ang.fm.,,./_Tn  = 't).  «it  . 

in  hac  enim  integratione  pro  'conftante  habetur. 
Quare  ob  y ^ , 1,-ir  = ^ ' '' 

(flfl-xxr  " 

AfTero  eft  ; , ..  ‘ 


coC  Cj>  — 


V c a t — * » -~y  y 

y ( a a -,•  « X ) 


, hinrque 
et 


y iai  V • _2jf 

c ' ( aa  — X *)H»a—x  x — yy) 


Jxdx{\~^)  rrrrrs 


quo  integrali  inueoto  erit 

*=i»AAng.fio.:^-35j-fly/;ii5:^^  +/J^+F:/ 

l quae 
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quae  forma  per  integrationem  euolata  raucitur  ad 
hanc 

«=flarAng.fin.^j^— Ang. 

Ang.fin. ^ , 2?i  a„i>)  F-J'- 


Formulae  enim  J- 


oadx 


integrak  iia  &cU- 


lime  elicitur.  Ponatur 


V i a«  — **-“>>) 

, et  ob  ^ conflans  per  logarkhmos 

dificrentiando 

» p « -4-  pp  i>i  1 4-ppj  » 

•um  per  illam  formulam  multiplicando 

d X __  i p ‘ 

y { a « — » *— jpjr  ) « -+-  f P ‘ 

Porro  eft 

4»  — ;r  X = - 

“ 1 p f * 

^de  formula  intcgralis  fit 

aadx  oodp  ^ ^ , dp 

^(aa-xx)y(aa-xx~j'j)~~  ««+/)»' 


a py  a , xy  _ 

= - Ans.  «Dg.  - = - Ang.tang 


a 


V (fl a-xx){aa-yy) 


Problema 
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Problema  45. 

S7$.  Si  z eiasmodi  efle  dd>«it  Amicio  bina> 
Tum  variabilium  * et  j',  vt  fit  , 

«xiftentibus  P ct  fanftiootbaa  qulbuscungpe  ipfa- 
rura  X et  / ) inueftigare  iodolem  iundUopis  z. 

Solutio. 

Ponatur  oriatur  ifta  aequatio 

quae  continet  quantitates  x , y et  o , ^tuatur  ^ 
X conflans , eritque 

if  V = P V rf/ 4- Q.<// , • 

quae  per  multiplicata  pra^)Cl« 

idcoque 

Nunc  cum  haec  integralia  ^detetoiioare  c.oatiltfll9^ 

X ct^,  fpeaeiurj^  vt  cqqllps , <t  tfcquqns  iptpgra- 
tio  praebet  ' , 

quae  integralia  quooU  caTu  i6m>tet*i 

\ » V ■ .i 

- J *•  " . . • - 

i§rol.’IIL  Eo  CorolLi. 
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— • 1*76.  Ad  hoc  crgQ  prtibiema  relblaendiim  per 
integrationem  primo  quaeratur.  R-^vt  — /Rj 

deinde  quaeratur  S Tt  Ct  — Denique  fu 

/RS</*=:T  f ita  vt  in 'illis  lola  quantitas  y h'c 
Tero  fola  x pro  variabili  habeatur.  Quo  fa^o  erit 
noftrum  integrale  completum  • 

«=TH-/R  dxj'x  ' 

Coro II.  2. 

a77*  Hic  ergo  fundtio  arbitraria  f:x  io  for- 
mula iotegrali  inuoluta  , quae  tamen  fi  per  ap- 
plicatam curuae  cuiuscunque  refpondentem  abiciflae  x 
exhibeatur , hoc  integrale  fRdxf  .x  pro  quouis  va- 
lore  ipfius  y feorfim  confirui  poterit , fiquidem  in 
hac  integratioae  quantitas  y vt  confiat^- fpedatar.. 

• Scholion. 

371,  Eodem  plane  modo  refoluitur  permu- 
tandis variabilibus  x tx.  y ^ hoc  problema , quo 
fiin&io  z quaeritur , vt  fit 

dummodo  P et  Q fint  fiindiones  iplarum  x tx.  y 
taotum  » iplam  fiioAioncm  z non  implicantes ; (b> 
lutio  enim  ita  fo  habebit 

- IQuin 
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Qnin  etUm  Ttrumquc  problema-  latius  extendi  poteO^ 
ac  prius  refolutionem  admittet , fi  formula  ( ) 
aequetur  fiiniStiooi  cuicunque  triuio  quantitatum 
(fl),  pofterius  vero  fi  [i^)  aequetur 
fimAioni  cuicunque  hatnm  trium' * quantiutum  x, 
y et  (^)  i-  vtroque  enim  cifti  res  reducitur  ad  ae> 

quationem  dilforentialera  .primi  gradus.  Neque- ve- 
ro haec  foluendi  methodus  fuccedit , fi  vtraque 
formula  primi  gradus  (i|)  et  (fS)  fimul  ingredia- 
tur , vel  fi  functiones  P.  et  Q.  etiam  ipftm  quanti- 
tatem z complectantur. 


1 •• 


Exempkun  i. 

■ • "'  i. 

279.  Queratur ' binarum  variabiUum 

Sit  (H)=«  «i' 

w ■ ' r 

^ry)  — ~^x  » 
et  fpeClata  .r  vt  conflante  erit  ^ 

vnde  pcf  y diuidendo'  prOdit-  ' ' • 

- j:  V - ',n^  i ' 

ita.  vt  fit,  . 


•j  ( 


■ r;-  . 

i T 


i. 

i 'f. 


X ai  f 

:•?  1. 

. > 


^ —S  iir)  7-  ..;i , 

E e s 


r l'i  «;ii. 


idma- 
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fumatttir  iaiii  / conftans  j et  deoiio  iategirindo  obtl  ■ 
netor 


a;  = > / Jt -V F */• 


- ^ Exemplum  2. 

isol  j^ir^hir  bigarum  variabiBum  x et  J 
; FoOto  (j^)=v  et  femto.x  conlhote  ccit 


“ — xx-t-yy^  W^x-i-yy 

quae  aequatio  per  V^xx-hJ/j  diuift  dat  ; 

Ergo  v=(f*)=i2  4-V(arx+/j^)./:x 
iit  iam  r conflans  teperietarque 

z—=^  -h/f‘x.dxy(  xx+j/)+F)/ 


Tbi  qnidem  integrale 

/f.x.BxV  (xx^jjf) 

ob  funAionem  indeterminatam  f:  x , etfi  / conflans 
ponitur , in  genere  exprimi  nequit , ita  vt  expli- 
cate per  j'  et  fiinAioiies  ipflus  x exhiberi  poiliL 


Scholion. 

ftSi.  Formula  ergo  fecundi  gradus  non 

tam  largam  caTuum  rcTolobiliam  copiam  admittit , 

quam 


( 
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(jiram  binae  reliquae  et  (1^),  cim  in  hi* 

folutto  fuccedat » etiamfi  ipfa  qtiantita*  z quoque  in 
earum  determinationem  ingrediatur,  quod  hic  lecus 
euenit , £am  methodus  non  pateat  hufusmodc  ae>* 
quationem  qqando  litterae  P 

et  Q quantitatem  z continent  refoluendi ; neqtte 
etiam  iblutlo  locum  habet ; quando  praeter  focmii* 
lam  primi  gradus  (^)  fimnl  quoque  altent  adeil. 
Interim  tamen  dantur  cafus,  quibus-  (bluciooes  par- 
ticulare* exhiberi  pofTunt , eaeque  adeo  inlinitae , 
quae  iundim  fumtae  ibiut  oui  'generali  aequiualore 
videntur  , etiamft  in  appiicatioae  ad  vfum  pradi- 
cum  parum  fubGdii  pleramque  afi^rant ; formas 
ntnen  huiuamodi  IbLutioaum.  notafle  iuuabit. 

i 

Problema  ^6*  . 

282.  Si  z eiusmbdi  debeat  efle  fundio  bina-^ 
rum  variabilium  x et  j' , vt  fiat  in-* 

dolem  huius  fondionis  x particulariter  faltem  iu~^‘ 
vcftigaro. 

, . S O I U 1 1 Op. 

'<!nTti  quantitas  z Vnam  Vbiqoe  teneat  dimcn-, 
£od-ni  eu'dens  *ftatuatur  2— , quantita- 

tem exponentidem  ex  calculo  enaneicere.  Pona- 
mus igitur  s — f“*Y  ha  vt  Y fondioncm  ipfius/ 
tantum  contineat , eritque 

Ec  3 10^ 

* \ 
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Tode  fit 


«dV  — 


52 


ady  et  Y = ^ * , 


• t 

ilcque  iam  (oluttooem  particulaiem  babemiu 
z—ke 

quae  autem  fatis  late  patet , cum  tam  A quam 
pto  lubitu  aflumi  poflit.  Plures  autem  vaiores  ipfius  z< 
feorfim  latisiiurientcs , etiam  iundim  fumti  fatis^- 
ciunt,.vnde  huiusmodi  exprefiionem  multo  genera' 
liorem . deducimus : 


c,c. 

^bi  cum  A , B C , etc.  item  a , (3 , y , etc. 
omnes  vaiores  poflibiles  recipere  queant , haec  forma 
pro  maxime  VDiuerfali  eft  habenda , neque  fi  ad 
amplitudinem  fpedamus , quicquam  cedere  videtur 
fuperioribiis  folutionibus , quae  binas  fundiones  ar-' 
bitrarias  inuoluunt , propterea  quod  hic  duplids  ge* 
neris  coefficientes  arbitrarii  occurrunt , interim  ta- 
men haud. liquet,  quomodo  fundioues  difcoatioiiae 
hac  relatione  repraefentari  queant. 

Coro  IL  r.' 

aSs.  Pro  Iblutione  ergo  particulari  inuenieode,' 
fumaotur^biai-nutnen  m et>»,  vtieorui&produdum 
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critque  . Atque  etiam 

ex  iisdeqg^  numerb  perroatatis  erit  «rr  A^*"*'"'^. 

- C o r o 1 1.  2. 

'a 8 4^  Ex  tali  numerorum  m ct  n pari  yt  Iit 
mn~a  y folutioues  quoque  per  fmus  et  coGnus  ex- 
hiberi poGunt ; 'erit  enim 

xr:BGn.(war— flj) , vel  z—'BioC.(mx-^njf)  , 
vel  etiam  permutando 

a— BGn.(flJc— »/)  vel  «=:Bcof.(«x  — «»/). 

C O r O 11.  3. 

285.  Cum  igitur  huiusmodi  formulae  Innu- 
merabiles exhiberi  queant , Gngulae  per  conflantes 
quascunque  multiplicatae  et  in  vnam  fummam  coi- 
,le<H:ae  dabunt  fblutionem  generalem  problematis. 

Scholion. 

t85.  Neque  tamen  haec  folutio,  etG  MnGnitIes 
infinitas  determinationes  recipit , ita  efl  comparata , 
. vt  eiusmodi  folutionibus  y quae  binas  funAiones  ar- 
bitrarias inutduunt  , aequiualens  aeGimari  poffit ; 

, propterea  quod  non  patet,  quomodo  fingulas  litte- 
ras aGumi  oporteat*,  vt  pro  dato  cafu  verbi  gratia 
jf=:o  , quantitas  z vel  (^)  fcu  (^)  datad  funAioni 
ipfius  X aequalis  euadat , cuiuscunque  etiam  indolis 
^ - fuerit 
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*faerit  haec  fiindio.  Semper  aatem  Ablatio  genef^lis 
duplicis  huiu&modi  detcrniinacionis  capax  efle  dd)er. 
Quando  autem  talem  Iblutionem  impetrare  oon  li- 
cet , vtique  eiusmodi  foluiionibus , yti  hic  inaem- 
miis , contenti  efle  debemus.  Ac  tales  quidem  fb- 
liitinnes  fimili  modo  obtinere  poITumus  fi  propona- 
tur eiusmodi  aequatio: 

fi  modo  litterae  F,  Q,  R denotent  fondiones  ipGtu  ^ 
tantum.  Polito  enim  z— vt  X fit  fiindio 
Iblius  X y ob 

erit 

xnde  repetitur 

dx — 4je  (aQ-+-K1 

X — a-fTF 

ficque  elicitur  pro  quouis  numero  a idoneus  valoir 
ipfius  X.  Qiare  (umendis  infinitis  numeris  a,  hoc 
modo  expnffio  infinities  infinitas  determinationes 
recipiens  .colligitur : 

* = X X"  etc. 

'Verum  tamen  dantur  etiam  cafus  eiusmodi  aeqot- 
ftionum  ,‘quae  folutiones  vere  completas  admittunt, 
'ijuarum  ratiouem  in  fequente  proUemate  indagemus. 


; . j Prd)lcitia 
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Problema  47. 

»87.  Propofita  aequatione  refoluenda: 

inueftigare  cuiusmcxli  fundljones  ipfarum  x y efle 
debeant  quantitates  P‘,  Q,  R ct  S,'  \t  haec  aequa- 
tio foiutioucm  \ere  completam  admittat. 

Solutio. 

Sit  V funtSio  quaecunque  ipfarum  x et  y ^ 
ac  ponatur  z~e'‘'vy  ita  vt  iam.v  fit  quantitas  in- 
cognita , cuius  valorem  inueftigari  oporteat.  Cuni 
igitur  fit 

fa<3:a  fubftitutione  totaque  aequatione  per  e’  diuifa 
prodibit  (equens  aequatio  : 

+Q.iU)^ 

4-  R V. 

Efficiendum  iam  eft,  n haec  aequatio  refolutionem 
completam  admittat  j cum  igitur  ante  •viderimus 
talem  aequationem 

(s^)+T(j-;)+«-'’s=o 

VoL  ///.  F f genc- 
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generaliter  reiblul  pofle,  quilcscunque  etiam  funftio- 
nes  ipfarum  x et  y pro  S et  V accipiantur  , ad 
hanc  aequationem  illam  redigamus.  Necefle  igitur 
eil  (latui  : 

P+(j;)=Ti  Q+(J?)-o  « 

vnde  obtinemus : 

p=T-(s-p,  q=-(H> « 

Cum  igitur  per  §.  275.  rcperiatur  : 

Uyfe^^  - ^%dy xy 
erit  aequationis  propofitae 

i rfj)  + R«H-S =0 

fi  modo  litterae  P , Q , R aflignatos  teneant  valo- 
rcs  , integrale  completum  : 

e'’ f e-  T rf  Jdxje^  ^ d > - v 5^^  t x+e^Fiy 

quandoquidem  hic  formae  f:x  et  ¥:y  fundiones 
quascunque  ipGus  ar  et  ipfiusj'  denotant. 

Coro II.  I. 

488.  Quaccunque  ergo  fundliones  ipfarum  x 
et  y pro  litteris  T et  V accipiantur,  inde  oriuntur 
valores  idonei  pro  litteris  P,  Q.,  R afliimendi , vt 

aequa- 
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aequatio  refolutionem  completam  admittat , fundio 
autem  S arbitrio  nollro  relinquitur. 

C o r o 1 1.  2. 

289.  Poflunt  etiam  in  aequatione  propofita 
funAiones  P et  indefinitae  relinqui  , eritque  tum 

\=:^fQdx  et  = atque 

r ddV  \ ( iQ.  \ . 

\ dxdy  t — dy  ' 

Tnde  tantum  quantitas  R ita  determinari  debet , 
Tt  fit 

R = P<i-4-(^5-). 

Coroll.  5. 

290.  Quia  hic  pro  /Qf^aricribi  potefi  /"Q^/ar+Y, 
denotante  Y fundionem  quamcunque  ipfius  , ob 
\ Qdx-^Y  complete  integrabilis  erit  haec 
aequatio : 

(S,)+P(c)+<i{|)+(P<i+<l5»“+Sro 
cuius  integrale  eft 

exifiente 

exifiente 

^ F f 2 ac 
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ac  proptcrca 

' , /Tdy-fVHy-fCldx-r  , 
vndc  vfllor  ipfius  v facile  definitur. 

Scholion. 

Apt.  In  hoc  calculo  qtio  dificrentialu  formU' 
larum  integratum  capi  oportet , dum  alia  quantitas 
variabilis  afTumitur  , atque  in  integratione  'fup- 
ponitur , haec  regula  eft  tenenda , quod  (i  fuerit 
\-fQdXf  fore  {‘^)-fdx(^).  Cum  enim  fit 
= ergo  VluMtat 

(g)=S  «it  (H)=(j?)  . « S^i^j.)=fdxiil); 
vndc  vicifllm  colligitur  fi  fuerit  S~fdx{^)  tore 
ob  fSdyziV^  integrando  fSdy'xzf(^dx\  quod  cum 
ex  principiis  ante  fiabilitis  per  (e  fit  tnanifefium  , 
non  opus  efie  iudico , pro  hoc  quafi  nouo^lgorithmi 
genere  -praecepta  feorfim  tradere.  Videamus  autem 
in  aliquot  exemplis  , cuiusmodi  aequationes  ope 
buius  methodi  complete  rcfoluere  liceat. 

Exemplum  i. 

apa.  Propola  aequatione  different  Io- differenti  ali 

'definire  indolem  fun^ionis  R , vt  haec  aequatio  refota- 
tiomm  admittat»  exiftente  S fun&ione  quacunque  ipfa- 
rum  X et  y. 

Cum 
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Cum  fit  V~a , tt  (^—b  erit  K-=zab,  et  ^ 

V — —bx  uno  enim  fundio  Y omitti  poteft , qu-a 
in  feqiiente  integratione  iam  binae  fundiones  arbi- 
trariae iritroJucuntiir,  erit  T—a.  Vnde  pofito 
habebitur  haec  iequatio 

’ac  pdfitd  ip^)ir:u  fit 
ct  fumto  X confiante 

«rgo 

tt— ( o)— ‘ ^ 

‘et  fiinito  iam  y confiante: 

V = - e'‘^yfdxjef‘y  *S  dy-i-f-<‘  V:  Jr  + F 

. % 

fu  mendo 

;dxf':x-f--x. 

Qiiod  fi  iam  pro  <r'^*f:X  feribatur /:x  erit 

Aliter. 

Si  fumfiiTemus  V = -&3r-’h>  , prodiifl» 
ideoque  .pofito  iszze  **  quan- 
titas V ex  hac  aequatione 

( nr,) + *“:“■' s = o,  • 

F f s 
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deHoiri  deberet  quae  dat 

c = -/</ S +/ ; A' 4- F : j'  et 

quae  forma  fimplidor  eft  praecedente  , etiamfi  eo- 
dem redeat , eftque  hoc  integrale  completum  ae- 
quationis ; 

^ ^ H ^ ( 55  ^ ^ ^ ~ ^ ~ ® • 


Exemplum  2. 

293.  Propoftta  aequatione  differentio-differentiali  x 

d^nire  iru^^  fwiitionis  R , vt  baec  aequatio  refolu- 
tiotiem  admittat , exijlente  S fun&ione  quacunque  ipfa~ 
rum  X et  y. 


Cum  fit  Pzi5-  et  Q.=|-,  erit  V=-blx-Y, 
hiocque  R=||,  et  aequatio  integrabilis  erit 


Quoniam  igitur  fit 
T — p_i-r‘*— ^ 

Ty^ 

fumamus  Y :^-\-aIy  ^ Tt  fiat  T~o  , ac  pofito 

quan- 
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t3t 

quantitas  v ex. hac  aequatione  definiri  debet: 

Tnde  fit 

(^)  -+-/••  Of  et  • 

v = —fx^dx/j”  Sdj  nr'^-J 

ideoque 

—f;id’dxfy‘Sdy-Arf‘X-3r?  \y 
~ “ ■ — ^ — ^..11 

. aV 

Scholion  i. 

ap4.  Hinc  igitur  patet  hanc  aequationem  ope 
iftius  methodi  in  genere  integrari  pofle; 

(OT,)+’’ln)+<i(rP-t-('’'i+fj?-))-+S=<> 

quaecunque  funftioncs  ipfarum  x et  y pro  P,  Q_  et  S 
accipiantur.  Ac  refolutio  quidem  ita  fe  habet , vt 
pofito  , haec  quantitas  v determi- 

netur hac  aequatione ; 

Tbi  iam  pro  Y talis  fundtio  ipfius  y accipi  poteft  , 
■vt  huius  aequationis  forma  fimplicifiima  euadac  j id 
quod  potifiimum  euenit  fi  expreflio 

ad 
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ad  nihilum  redigi  qi^t.  In  genere  autem  repe- 
ritur 

qui  valor  ergo  per  multiplicatus  praebet 

formam  fun(Sionis  z.  Hoc  modo  autem  funftio  y 
ab  arbitrio  noftro  pendens  penitus  e calculo  egredi- 
tur , fitque 

- — _ f- / Q <»  — / p «i  jy  a <J  i*  /"e f f <* > S 

^ f~Jddxfg-Sfdy^f  Q.d»^_vy;a:  F :y 

quod  eft  integrale  completum  huius  aequationis 

(^)+«‘(;-f)+(i(3>)+(p<i+(3^)*+s=9, 

Scholion  2. 

*95f.  Permutandis  (lutem  variabilibus  :r  et  ^ 
etiam  haec  aequatio  complete  integrari  poteft  : 

( ) -1- P ( /7)  Q ( l| ) -1- ( PQ.-1- ( ) j 2 -h  S = 0 

cuius  integrale  erit ; 

vbi  praecipue  hic  cafus  in  vtraqqc  fprma  contentus 
notari  meretur,  fi  fuerit  PrY  et  <^=:X,  exiftenteX 
lunftione  ipfius  x et  Y ipfius  ^ tantum  j tum  enim 
huius  aequationis 

inte- 
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integrate  complwtum  erit 

F : Y ) 

(|Uod  etiam'  ita  exhiberi  poteft : 

j,  — y.  j._j_F  :y—fe^^**dxfe^'^^^Sdjf 

Tei  etiam  hoc  modo 

^xdx^Ydyg.^f.x-i‘f:y-fc^"^^^dy/e^^^*Sdx 


VoL  IIL  C g CAPVT 
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SI  DVAE  VEL  OMMES  FORMV- 

LAE  SECVNDI  GRADVS  PER  RELIQVAS 
QVANT1TAT5S  DETERMINANTVR. 


Problema  48. 

245. 

Si  z eiusmodi  debeat  cflc  fundlio  ipfarum  x et  r 
« s«  ) = Oii(4^),  indolem  funSio-’ 
njs  z detcrmioare. 


Solutio. 


Introducantur  binae  nouae  variabiles  r et  k, 
vt  fit  t=ax  + (3j'  et  «— atque  ex  §.  231. 

omnes  formulae  difierentiales  fequentes  mutationes 
fubibunt : 


4^  t 


(44f)=o«(4i^ )+ = «v(.4^j -t-Yv(  r 

- ^ vfide 
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Tnde  noftra  aequatio  tranfibit  in  hanc : 

-4-(iJ-YY‘'«)(4vr)  = o, 

ponatur  ergo 

P(3  — aettfa  et  SS:=yyaay  feu 
«— I i yTzi  i (3~a  et  — a , 
vt  binae  formulae  extremae  euanefeant  quod  fit 
ponendo 

1 zzx~\-ay  et  u=:x-ay  ^ 
eritque 

_a(«+<.<lK4M)=o  fta 
vnde  per  §.  atJp.  colligitur  integrale  completum 

2 — /:  r -t-  F : « 

ac  pro  r et  tt  reftitutis  valoribus : 

2 — /:  ( X -H  tfj' ) -h  F : { ) 

quae  forma  manifefto  fitisfacit  cum  fit 

(24-flr)+F';(2-flj);  (jf )=«/': (^+‘9') 

— aF':{2— ay) 

( )=/';(2+a^)-l-F":(x-ay) ; 

+ aaF'^:(*-ay). 


Gg  * 


Coroll.  X. 


235  C'A  P V T III. 

C o r o 1 1.  I. 

297.  Valor  igitur  ipfius  z aequatur  aggregato 
duarum  funAionum  arbitrariarum  alterius  ipGus 
x-\-ay , alterius  ipfius  x—ay , atque  ambae  hae 
funAiones  ita  ad  arbitrium  affumi  pofiunt  , vt 
etiam  funAioncs  difcontinuas  earum  loco  capere 
liceat 

C O r O 1 1.  2. 

498.  Pro  lubitu  ergo  biuae  curuae  quaecun- 
que  etiam  libero  manus  traAu  defcriptae  ad  huoc 
Tfum  adhiberi  poflunt.  Scilicet  fi  iu  Tna  abfcifia 
capiatur  , in  altera  vero  abfeifla  zzx-ay^ 

lumma  applicatarum  femper  valorem  idoae^ira  pro 
fuoAiooe  z fuppeditabit 

Scholion  I. 

299.  Hoc  fere  primum  eft  problema  , quod 
in  hoc  nouo  calculi  genere  foluendum  occurrit  i 
perduxerat  autem  folutio  generalis  pr(4)lematis  de 
cordis  vibrantibus  ad  hanc  ipfam  aequationem  , quam 
hic  traAauimus.  Celeb.  Alembertus  ^ qui  hoc  problema 
primus  felici  fucceflu  eft  aggreflus , methodo  lingu- 
lari aequationem  integrauit ; fcilicet  cum  efle  opor- 
teat , pofito  dzz^pdx-^qdyy  inde- 

que  dp—rdx-\~sdy  et  dq  — tdx-\-tdy  , illa  ae- 
. quatio 
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■‘qaatio  poflulat  Tt  fit  trzaar.  Confidcratis  porro 
ifiis  aequationibus 

• dpardx+sdy  I elicitur  combinando 
djzsdx-{-aar(fy  | adp^dqzar[dx-^ady)r^s{ady-\^) 

feu  adp-\-dq-:=.(^ar-^rs^idx-\-ady') 

Tnde  patet  ar-^s  funftioni  ipfius  x-\“tty  aequari 
debere  ex  quo  etiam  ap-\-q  tali  funftioni  aequatur. 
Atque  quia  a aeque  negatiue  ac  pofitiue  accipi 
potefi , habentur  duae  huiusmodi  aequationes : 

ap-^q^iaf':{x+ay)  et  q-ap=i^aY'i[x^ay') 
Tnde  colligitur : 

q::=.af':{x->^ay)-\-aY':{x'-ay)  et 
pz=:f'i[x-\-ay)-Y'xix-ay^ 
hincque  aequatio  dz:^pdx-\-qdy  fponte  integratur^ 
fitque 

z:=f:[x+ay)-Y'.{x-ay). 

Hoc  modo  fagaciffimus  Vir  integrale  completum  cft 
adeptus , fed  non  . animaduertit , loco  fundionum 
harum  introdudlarum , non  folum  omnis  generis 
funftiones  continuas  fed  etiam  omni  continuitati» 
lege  deftitutas  accipi  licere. 

Scholion  2. 

300.  Cum  plurimum  interfit , in  hoc  oouo 
calculi  genere  quam  plurimas  methodos  periequi  y 
ab  aliis  folutio  noftrae  aequationis  ita  eft  tentata  y 

Gg  3 
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yt  ponerent  ynde  primo  i^y)=k(^),' 

tum  vero  { ^)  — k{  ex  quo  colligitur 

(4^)  — Euidcns  ergo  eft  pro  nottro 
caiu  capi  debere  kk~aa  ic\i  k — ^a.  Sit  ergo 
t=a,  et  ob  (45)zr/,(J|),  fiet 

hineque  manifeftum  eft  fore  z=:f:{x-^aji\  et  ob  a 
ambiguum  , quoniam  bini  xalores  feorfim  fatis- 
facientes  etiam  iiinfti  fatisfacient , concluditur  ipfa 
folutio  inuenta.  Hoc  etiam  modo  negotium  confici 
poteft.  Statuatur 

eritque 

Inuentis  nunc  formulis  primi  gradus  (|?)  et  (i?)  ob 

habebimus  has  aequationes : 

dv=zdx{‘LB)-^aady(^£) 
tx.  quarum  combinatione  colligimus : 

dv-\~adz=:idx+adj')({*.^]^a(^^)) , 

hineque 

v4-oa— /:(a:-i-<y.)  et  v-az=zF:  (x-aj) 

ficqne 
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ficquc  pro  z eadem  forma  exfurgit.  Methodus  vero, 
quam  in  folutione  fum  lecunis , ad  naturam  rei 
mag^  videtur  accommodata , cum  etiam  in  aliis 
problematibus  magis  complicatis  infignem  vtilita- 
tem  aderat. 

Scholion  3. 

301.  Noftra  autem  folutio  hoc  habet  incom- 
modi, quod  pro  hac  aequatione  { 
ad  expreflionem  imaginariam  deducit  (cilicct; 
zr=:f:{x+ayV  -j)-i-¥:{X'-ajy-~i) 

quoties  autem  fundioncs  / et  F funt  continuae , 
cuiuscunque  demum  fuerint  indolis  ,,  femper  earum 
valores  ad  hanc  formam  P + QV'  — i reduci  pofliint, 
rnde  fequens  forma  ex  ili®  facile  deducenda  femper 
-valorem  realem  exhibebit  r 

- Tihz-,^>{x-ajy --i) 
pro  cuius  ad  realitatem  redudtione  notalTe  iuuabit , 
polito 

Ar^rrcof.Cp  et  ay^rfm.<P  fore: 

)«  — x’*(cor.«(P;:h  V-i.fin.«(|)). 

Quare  quoties  fundiones  propofxtae  per  operationes 
aftalyticas  fuiit  conflatae,  Ikk  eft,  continuae,  earum 
valores  real  ier  per  cofinus  et  fmus  angulorum 
multiplorum  ipfius  <p  exhiberi  poflunt.  Quando 

autem 


1 
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autem  fundiiones  illae  funt  difcontinuae , talis  re* 
duftio  neutiquam  locum  habet , etiamfi  certum  t1- 
deatur  , etiam  tuae  formam  allatam  \alorem  , rea- 
lem  efle  adepturam.  Quis  autem  in  curua  quacun- 
que libero  manus  dudlu  defcripta  applicatas  abCcilTis 
et  x — a/V—x  refpondentes  animo 
faltem  imaginari , ac  fummam  carum  realem  afli- 
gnare  Taluerit ; 'aut  diflferentiam  , quae  per  V—x 
diuila  etiam  erit  realis?  Hic  ergo  haud  exiguus  de- 
fedlus  calculi  cernitur , quem  nullo  adhuc  modo 
iupplere  licet ; atque  ob  hunc  ipfum  defedlum  huius- 
modi  folutiones  'vniuerfales  plurimum  de  fua  ri 
perdunt. 

Problema  49. 

30ft.  Propofita  aequatione  — PPC^*)  , 

inquirere  , quales  fundlioncs  ipfarum  x et  y pro  P 
aflumere  liceat  , vt  integratio  ope  redudlionis  fuc- 
cedat. 

Solutio. 

Redudlionem  hanc  ita  fieri  afllimo,  vt  loco  x 
etj'}  binae  aliae  variabiles  t et  u introducantur,  qua 
fubftitutionc  fecundum  $.  231.  in  genere  fafta  pro- 
dit haec  aequatio: 


lam  relatio  inter  binas  variabiles  r , « et  praece- 
dentes 
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dentes  x , y eiusmodi  ftatnatur  vt  binae  formulae 
( et  cx  calculo  egrediantur  , id  quod 

fiet  ponendo 

Tum  autem  erit 

f dii  ^ — _vf  ^ 

\-ay-)—  ^<dlTd}/  U3Ad5-' » 

at  cum  fit  iudidem 

4^)=PP(“-/)+P(4i)('4)-(H>''4> 


( 

fimilique  modo  fumendo  P ncgatiiie 

(.l|M=PP(^)+P(H)(i4)-t-<i7)(fi)- 
Quibus  fubftitutis  noflra  aequatio  hanc  induet  for- 
mam : 

-4PP(J4Kr;>(-T^.)='’ 

quae  cum  vnicam  formulam  fecundi  gradus 
contineat  integrationem  admittit  fi  vcl  ^^)vel  (^) 
e calculo  excefferit.  Ponamus  ergo  infuper 

qua  aequatione  indoles  quaefitae  funftionis  P defi- 
nitur ; quo  fadlo  aequatio  integranda  per  2 P ( ) 

diuifa  erit 


Fo/.  IU. 


Hh 


cuius 
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cuiMS  integrale  pofito  (^)crv,  fit 

4 /l'  — /-^TJTT 


PlrJ 


Verum  prius  ipfam  fundionem  P per  ar  et  j'  defi- 
niri oportet.  Cum  fit  (^)=P(^)  erit 

hineque  ponendo  breuitatis  ergo  fit 

dx  — ^ —V  dy  , atque 
x~-~Yy^JdY{y-\-\). 

Statuatur  ergo  j-f-p^z/^rP  , ac  reperitur 
X+?Jt-f-.V  « p=(f')=^  , 

ac  "vode  ratio  determinationis  quanti- 

tatis P per  Jf  et  j'  definitur.  Pro  nouis  autem  va- 
riabilibus r et  a , ob  (|^)  — — P(^)  erit  ' ■ 

— x=~?y-hf:?  fit 

</;=©WP-2P<//->^;-P'(ii)(ff/':P-2^VP->^') 
cuius  pofiremae  formulae  cum  integrale  fit 
=!>'l'P  erit 

> = r-.(fUr-.r^x,v?). 

Deinde  ob  ( ) = P ( J|)  habetur 

ideoque 
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ideoque 

quare  « aequabitur  fundUoni  ipfius  P.  In  hoc  au- 
tem negotio  fundlioues  quascunque  accipere  licet  , 
quia  fequente  demum  integratione  vniuerfalitas  fo- 
lutionis  obtinetur.  Quare  ponamus; 

P— 2/VP  et  a^P  exiftente 


Denique  ad  ipfum  integrate 


PCli) 


inueniendum,  quia  eft 


in  qua  integratione  a feu  P fumitur  conftaus , per 
fiiperiora  eft 

a zz—x?dy 

Id*’ 

ob  P conflans,  et  (Ji)=j77p^,  ^^nde  fit 


hi  neque  porro 

z=/rfP(/:P-j')F:P 
fa  mendo  hic  t conflans.  Cum  igitur  fit 


Hh  % 


ideoque 
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idcotjuc 

f,,  p -y  =r.  p - rh-lrJ-  P + r^T 

vnde  conficitur 

z-jj?[  r-f-TTT  fr>  f'-  p)p-  p+f-  f$r- F--P 

+$:(/r,ftP-»/’'P) 

qvtxc  cxprcffio  duas  continet  fiindliones  arbitrarias. 
K ct  <I>. 

C o r o 1 1.  r., 

303*  Primum  huius  formae  membrum  ita 
transformari  poteft  : 

/j-;(yp./.p-i/-i-;/r=p)F;P,  at 

V p. /•;  p - J /-y /r ; p =/./ p V' p./" : P 
Tnde  primum  membrum  erit 
/^F;P.///P  V P,/':P. 

C O r O 1 1.  2. 


304.  Cum-  autem  hoc  primam  membrnm  fit 
fuD(flio  indefinita  ipfius  P fi  ea  indicetur  per  II  :P,  erit 

d P p . p — d Pn':  P 
yp  /jpyp./":p  > 

vnde  forma  integralis  fit 

z.=  n:P^^:(/^^f:P-2^YP)+(/^^/:P-‘2fVPy 

/dT:n':P 

iJTF^ 

CoroU.  3. 
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% 

305.  SoUuio  magis  particularis  nafcitur  fu- 
mcndo  II:P  — o hincque  z aequabitur  fuiufHoni  cuL- 
cunque  quantitatis  ar  VP  , quae  ob 

Ar.-t-Pj'=:/:P  per  x ct  j>  exhiberi  ceufenda  eft. 

Scholion..  . . 

506.  Quanquam  • hic  eadem  methodo  fum 
Tfus  atque  in  problemate  praecedente,  tamen  quod 
mirum  videatur,  cafus. praecedentis  problematis  quo 
erat  Prr«  in  hac  folutione  non  continetur.  Ratio 
huius  paradoxi  in  relblutione  aequationis  (—)- P(^) 
eft  fita  cui  manifefto  fatisfacit  valor  V=za  , etiamft 
in  forma  inde  deriuata  non  continea- 

tur. Hic  fcilicet  Cmile  quiddam  vfu  venit , quod 
iam  fupra  obleruauimus , (aepe  aequationi  diflercntiali 
valorem  quendam  Citisfacere  pofle  , qui  in  integrali 
jaon  contineatur,  vcluti  aequationi  dyV{a-^x)—dx 
fatisfacere  videmus  valorem  ama,  quem  tamen 
integralis ^r:C— aV (fl  — x)  excludit.  Qiiare  etiam, 
noftro  cafu  valor  V ~ a peculiarem  euolutionem 
poftulat  in  priore  problemate  peradam  de  reliquis  , 
■vbi  pro  /:P  certa  quaedam  fundio  ipfius  P aflumi- 
tur  exempla  quaedam  euoluamus. 


Hh  3 Exem~ 
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f:  p-y= p + ; 


vnde  conficitur 

quae  exprefifio  duas  continet  fundliones  arbitrarias. 
F et  <P. 

C o r o 1 1.  r.. 


303.  Primum  huius  formae  membrum  ita 
transformari  poteft  : 

/J|(yp./:P-;/f;f;P)F:P,  at 
V P. /■:  P - J /fj  f ; P =/./ P V P./" : P 
vnde  primum  membrum  erit 
/^F:P./^PVP./":P. 

Coro  11.  2. 

304.  Cum  autem  hoc  primum  membrum  fir 
funAio  indefinita  ipfius  F fi  ea  indicetur  per  II :P,  erit 

d P p . p — d Pn'i  ^ 
yp  ‘ /dPy  P./":  P > 

vnde  forma  integralis  fit 

n : P-h$  P - V P) P - 2J' V P )’ 

r dF!n«:P 

J rjTT^..j"-e' 
CoroU.  3. 
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305.  SoUuio  magis  particularis  nafcitiir  Tu- 
mendo II:P— o hincqiie  s aequabitur  funftioni  cui- 
cunque quantitatis  P — 2 r V P , quae  ob 

per  x ct  y exhiberi  ceiifenda  eft. 

Scholion..  , 

305.  Quanquam . hic  eadem  methodo  fum- 
Tfus  atque  iu  problemate  praecedente,  tamen  quod 
mirum  videatur,  cafus, praecedentis  problematis  quo 
erat  Prra  in  hac  folutione  non  continetur.  Ratio 
huius  paradoxi  in  refolutione  aequationis  (^)- P(^) 
eft  fita  cui  manifefto  fatisfacit  valor  P~a,  etiamfi 
in  forma  inde  dcriuata  x-f-Pj'— /:P  non  continea- 
tur. Hic  fcilicet  fimilo  quiddam  vfu  venit , quod 
iam  fupra  obferuauimus,  faepe  aequationi  differcntiali 
valorem  qucndam  Citisfacere  poflc  , qui  in  integrali 
non  contineatur,  veluti  aequationi  dyV{a-~x)—dx 
fatis^cere  videmus  valorem  arrra,  quem  tamen 
intcgralis  j'  — C— 2 V(fl  — A’)  excludit  Qitare  etiam 
noftro  cafu  AMlor  P = a peculiarem  euolutionetn 
poftulat  in  priore  problemate  perat^am  de  reliquis  , 
\bi  pro  /:P  certa  quaedam  funtftio  ipfius  P aflumi-- 
tur  exempla  quaedam  euoluamus. 


♦ 


Hh  3 Excm~ 
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Exemplum  i. 

307.  Sumio  f:Prro  , n.t  fit  Pzr  — ? , iiU«- 
grale  towplelum  huius  aequationis 

( ^ \ / d d z \ 

' d y'  * yy^  dl^  f 

inuejligare. 

Cum  fit /':P"6,  folutio  iniienta  ob/^p/''^;P:::C 
praebet 

2-t^/^^F:P-t-(’C-j'yp)/'^F:P4-0:(C-2/VP). 

Statuatur  F : P = II : P prodibitque : 

3 rr V P.  n : P -i- O y P. 

RefUtuatur  pro  P valor  ^ , et  ob  _y VP~V — arj', 

imaginarium  V— i in  fundiooes  inuoluendo  erit: 

z — V xy.TU--{-0:y  xy 

quae  forma  facile  in  hanc  transfunditur : 

z-=zxrt^  -i-0:xy 
y 

■vbi  A r;|.  denotat  fundionem  quamcunqne  homo- 
geneam  vnius  dime^nfionis  ipfarum  x et  Refolu- 
tio  autem  indi  tuetur  loco  Jf  et  j'  has  nouas  varia- 
biles # et  « introducendo  vt  fit  t=zC— aV— jrj'  et 
a——^  vel  etiam  fimplicius  tzzizVxy  et  uzz-  , 
vnde  fit : 

Vx,  — i/y.  (^<tt  \ _ — V X 

V Uxi  Vx)  \dy  ' Vj’  ' d I*  / ””  j x Vx’  'dy'  ' J J Vji*‘ 

(is) — » • flHl  — — o.  (iA!L\  — 

— y^^dyi'^yy'\(ix^t — Uy  t — 

et 


Digitized  by  Coogle 


C A P V T II, 


147 


et  ob  PP— ^ aequatio  propofita  hanc  induit 
formam : , 

of— )-4- 15 i'lr  !_ <5 

'U  f/  ;yi  V-t  u yyiy  ‘dtdu/ 

Nunc  cum  fit 

ttu—^-xx , ct  xzzltVu  , 
arque  j/~-^  ^ habebimus  : 

/ dds -V — ^ td%\ — ffddz) 

it  iduJ  -ridtT~uJ — ° idi;--^VdTdi;>- 

Ct  et  fumto  u con- 

(lante  , ergo  v=(f^}z=:tf:u.  Sit  iam  r con- 

flans fietque 

2 = //:«H-F:/=:2  -t-F:VAr^ 

vt  ante. 

Corollarium. 

308.  Quemadmodum  autem  expreffio  innenta 
— h0:xj'  fatisfaciat  , difierentialibus  rite 
ftimtis  perfpicictur  : 

vndc  porro  fit : 

+fr"!^  +xx@":v.  ■ 


£zem' 
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Exemplum  2. 

309.  Sumto  fit 

PP:^aaPy-4-2ax  et  P=ay 4-V (aayy  + 2ax) , 
huius  aequationis 

(||t)=r(2aayy-H2ax+2ayy(aayy+2ax))(J^) 
integraje  completum  iniiefligare. 

Cum  fit  /:P=Vl 
/:P=:L,  tt 

vnde  forma  generalis  fupra  inuenta  abit  in 

ftatuatur :P=^n:P  wit 
</P.F:P=4/pyp.H''P 
atque 

sr:23/PVP.mP+r^^-^yP)n:P+<l>:(^-J'VP). 
Efi  autem 

quarum  formularum  euolutio  deducit  ad  expreflio- 
nes  nimis  perplexas.  At  fubftitutionefi  ad  fcopuro 
^rdneentes  fuct 

m^pyp-2^yp  et  tf=;P. 


Corol- 
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Corollarium. 


310.  Si  pro  Tolutioae  magis  rcftrida  ponatur 

n:P=p"“*  erit 

mp=(«-2),p”“*, 

hincque  colligitur 

-j-vp) 

fit  »— I «t  fundio  O euanefcat  erit 
js— — PP— Pj^=* 
ut  carus  Jlr^:a  dat 

zzzaaj  'i' saxj^(ajj+i^)y (aajji^iax)^ 

Scholion.  . 

SiJj  Fotnnfa- int^gndis  iiHitnta  l^Uenti  niodo 
fimplicior  effici  poteft;  Ponatur 
ii?  F ;P=±  n jP  erit 

j yp 

F : P r:  y P.  n':  P 

eritque  csnittender  poaremtirii  mealbrum 

FfiJi  III,  Ii  ^oi 
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dz 


Verum  prius  ipfam  futuflionem  P per  a:  et  ^ defi- 
niri oportet.  Cum  fit  (^)  = P(^)  erit 

hincque  ponendo  brcuitatis  ergo  fit 

dx  ? dj  , atque 

jr  - P j'  P ( jK  -4-  5, ). 

Statuatur  ergo  , ac  reperitirr 

AT+Pj^=::/:P  ct  p={il)=:^  , 

ac  Ynde  ratio  determinationis  quanti- 

tatis P per  Jf  et  j-  definitur.  Pro  nouis  autem  va- 
riabilibus t et  a,  ob  (|-p~-P(^)  erit  * • 

— ct  ob  A— -Pj^4-/:P  fit 


cuius  poRremae  formulae  cum  integrale  fit 
/H/-P-  erit 

»==F:(/$|f:P-2j.yp). 

'Deinde  ob  ( ^ ) i P ( ^ ) habetur 

^u-ir^)idx+Pd/)-(^^^){dPf:?^jrdVU 

ideoque 
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quare  u aequabitur  fundioni  ipfius  P.  In  hoc  au- 
tem negotio  fundioues  qiiascunque  accipere  licet  , 
quia  fequente  demum  integratione  vniuerfalitas  fo- 
lutionis  obtinetur.  Quare  ponamus; 

P— 2/VP  et  wzz?  exiftente 
a:H-P^  = /:P. 


Denique  ad  ipfum  integrale 


inueniendum,  quia  eft 


ia  qua  integratione  u feu  P fumitur  conftaus , per 
fuperiora  eft 

Id*' 

ob  p conftans,  et  Tnde  fit 

(-|)  = (/':P^^)F:P, 

hineque  porro 

z=:/iP(/;P-^)F;P 
fu  mendo  hic  t conftans.  Cum  igitur  fit 
* — _i_  fiS  f':  p L— 

Hh  8 ideoque 
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autem  fundiiones  illae  funt  difcontinuae , talis  re- 
dudlio  neuciquam  locum  habet , etiamfi  certum  t1- 
deatur  , etiam  tunc  formam  allatam  valorem  ^ rea- 
lem  elfe  adepturam.  Quis  autem  in  curua  quacun- 
que libero  manus  dudtu  defcripta  applicatas  abfciflis 
x~\'ayV  —i  et  a — i rcfpondentes  animo 
faltem  imaginari  , ac  fummam  carum  realem  affi- 
gnare  Taluerit ; 'aut  diferentiam  , quae  per  V— x 
diuifa  etiam  erit  realis?  Hic  ergo  haud  exiguus  de- 
fedlus  calculi  cernitur , quem  nullo  adhuc  modo 
fupplere  licet ; atque  ob  hunc  ipfum  defedlum  huius- 
modi  folutiones  vniuerfales  plurimum  de  fua  ti 
perdunt. 

Problema  49. 

304.  Propofita  aequatione  (^-|*)  = PP(||i*)  , 
inquirere  , quales  fundiones  iplarum  x et  y pro  P 
aflumere  liceat  , vt  integratio  ope  redudlionis  fuc- 
cedat. 

Solutio. 

Redudlionem  hanc  ita  fieri  afTumo,  Tt  loco  x 
et  y y binae  aliae  variabiles  / et  u introducantur,  qua 
fubflitutione  fecundum  231.  in  genere  fadla  pro- 
dit haec  aequatio : 

£)• -PPt£)'S 

lam  relatio  inter  binas  variabiles  r , u et  praece- 

deotei 
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dentes  x , y eiusmodi  ftatiiatur  vt  binae  formulae 
( et  ex  calculo  egrediantur  , id  quod 

fiet  ponendo 

(35)-t-P(fy  = o « 

Tum  autem  erit 

fddt\  — \if  ddf  \ (df\rdt\ 

X dy*  ' 'dxdy'  ^ dy  /{d  x'  * 

at  cum  (it  indidem 

«i' 

fimilique  modo  fiimendo  P negatiue 

(.1^1=:PP(^)+P(H)(H)  + (J7><'-^>' 

Quibus  fubftitutis  noflra  aequatio  hanc  induet  for- 
mam : 

d z 


-+PP(jT)(r;)(-4^)=° 

quae  cum  vnicam  formulam  fecundi  gradus  ( ) 
contineat  integrationem  admittit  fi  'vel  (^)vel  (^) 
e calculo  exceflerit.  Ponamus  ergo  infuper 

qua  aequatione  indoles  quaefitae  fundlionis  P defi- 
nitur i quo  fa(51o  aequatio  integranda  per  a P ( ) 
diuifa  erit 

■ m UL  H h CUIUS 
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cuiHS  integrate  pofito  — fit 


dz 


Verum  prius  ipfam  funcflionem  P per  x et  y defi- 
niri oportet.  Cum  fit  (^J)  = P(^^)  erit 

hineque  ponendo  breuitatis  ergo  (^)— p,  fit 


d X — ^ ? dy  , atque 

x~-'Py-\-fd?{y-{-\,}. 

Statuatur  ergo  y~\-pZzf:V  , ac  reperitur 
x-l-Pj'=/:P  ct  pr=(5|)=r^  , 

ac  vnde  ratio  determinationis  quanti- 

tatis P per  a:  et  ^ definitur.  Pro  nouis  autem  va- 
riabilibus  r ct  a , ob  (^)  — — erit  * ' 

x=-?y-i-fi?  fit 


dt::z{^£)idPf:?^2?dy-ydV}z?\il)^^^^^^ 
cuius  poftremae  formulae  cum  iutegralc  fit 
a^Vp  erit 

» = F:(/J|f:P*-a/yP). 

‘Deinde  ob  ( ^ ) =:  P ( ^ ) habetur 

^>^-iil)i^x+Vdy)={p^){dPf:?^ydV) , 

id^ue 
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qnare  u aequabitur  fundioni  ipfius  P.  In  hoc  au- 
tem negotio  fundliones  qiiascunque  accipere  licet  , 
quia  fequente  dcmuna  integratione  vniuerfalitas  fo- 
lutionis  obtinetur.  Quare  ponamus; 

P— 2j'V P et  « — P exiftcnte 
a:H-P^y=/:P. 


Denique  ad  ipfum  integrale 


inueniendum , quia  cft 


ia  qua  integratione  u feu  P futnitur  conftaus , per 
fuperiora  cft 


laui/ 

ob  p conftans , et  , vnde  fit 

(J|)  = (/':P-j’)F:P, 


hi  neque  porro 

s=/rfP(/;P-j')F;P 
fu  mendo  hic  t conftans.  Cnm  igitur  fit 

Hh  % 


ideoque 
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ideoque 


vnde  conficitur 

z=mr-?-rW  fT>  F-P 


quae  expreffio 
F et  0). 


duas  continet  fun<n;iones  arbitrarias. 

C o r o 1 1.  I., 


303.  Primum  huius  formae  membrum  ita 
transformari  potcfl  : 

/J|(yp./';P-i/f;f:P)F:P,  at 
V P./:  P - J f : P P / P./" ; P ,, 
Tnde  primum  membrum  erit 

/^F:P./</P  V P./":P. 

C O r O 1 1.  2. 

304..  Cum  autem  hoc  primum  membrum  (it- 
funftio  indefinita  ipfius  P fi  ea  indicetur  per  II ;P,  erit 

<1  p p . p — d Pn';  ^ 
yp  ^ ^ /jpy  p./"-.  P > 

ynde  forma  integraiis  fit 

J »/ipy../'iP* 
Coroll.  3. 
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Co  ro 1 1.  . 5. 

% 

305.  Solutio  magis  particularis  nafcitiir  Tu- 
mendo II:P— o hincque  2 aequabitur  fuuiflioni  cui- 
cunque quantitatis  — a/VP  , quae  ob 

A'-HPj'— /:P  per  x ct  j exhiberi  ceufenda  eft. 

Scholion.. 

3o(f.  Quanquam . hic  eadem  methodo  fum 
^fus  atque  ia  problemate  praecedente,  tamen  quod 
mirum  videatur,  ca Tus, praecedentis  problematis  quo 
erat  Pzza  in  hac  folutione  non  continetur.  Ratio 
huius  paradoxi  in  refolutione  aequationis  (^)- P(^) 
eft  fita  cui  manifefto  fatisfacit  valor  P~a,  etiamfi 
in  forma  inde  dcriuata  a;-|-P^— /:P  non  continea- 
tur. Hic  fcilicet  Cmils  quiddam  vfu  venit , quod 
iam  fupra  obferuauimus,  (aepe  aequationi  differentialt 
valorem  quendam  Citisfacere  polle  , qui  in  integrali 
non  contineatur,  vcluti  aequationi  djfV{a—x)z=iix 
fatisfiicere  videmus  valorem  arrra,  quem  tamen 
integralis j'  — C— aV (a  — a:)  excludit.  Qiiare  etiam, 
noftro  cafu  valor  P — a peculiarem  cuolutionera 
poftulat  in  priore  problemate  peradam  de  reliquis  , 
\bi  pro  /:P  certa  quaedam  funtftio  ipfius  P aflurai-- 
tur  exempla  quaedam  euoluamus. 


H h 3.  Exem^- 
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Exemplum  i. 

3C7.  Smio  f:Pzro  , n-t /it  P~— ^ , /S/#- 

graU  (oivpleiim  buius  aequationis 

( ^ ^ \ / d dz.  \ 

' (i  I yy  \ d * 

. mtejUgare. 

Cum  fit  /:  P=6,  folutio  inuenta  ob/^~ /‘'':P=C 
praebet 

z-:^/^^F:P-f(.:C-j-yP)/^^F:P+0:(C-a/VP). 

Statuatur  F : P 11 : P prodibitque : 

z—-y^'  P.n:P-H<I>:j'Vp. 

RefUtuatur  pro  P valor  ^ , et  ob  j'VP~V— ar/, 

imaginarium  V — i in  flinftiooes  inuoluendo  critt 

z-Vxy.U:l-  + 0:Vxy 

quae  forma  facile  in  hanc  transfunditur : 

zrzzxF:-  -\-Q:xy 
y 

Tbi  .tT:-  denotat  funftioncm  quamcunque  honto- 
gencam  vnius  dimeinfionis  ipfarum  x et  y.  Refolu- 
tio  autem  inftituetur  loco  x et  y has  nouas  -varia- 
biles t ct  u introducendo  vt  fit  trrC— aV— arj'  et 
a— —i  vel  etiam  fimplicius  et  »rr|  , 

■vnde  fit : 

/dt\ Vy  . /dfl Vi.  /’ddj). — — Vy.  (HL)  — “TJLE 

V dx/ — Vx  i V dy  ' Vj’  '■  d X*  ' ixVx’'djr«/  ^y  i y' 


/djt) — 1,  fdu) x./ddu 

1(1»'  y^  yy ' ' d 


et 
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i 

et  ob  PP"^  aequatio  propofita  hanc  induit 
formam ; , 

43cVae  / di*  \ - 

' J r ' * y*  'ri  u ^ yy  <i  t d u / ^ 

Nunc  cum  fit 

rfarr+.va: , ct  x=.ltVu  , 
atque  ^ habebimus : 

=n-"(l^)---?-“(a“5)-°  fc«  (f:)=>(,rfe)- 

'vt  fit  v—t(^)  ct  fumto  tt  con- 
flante ^ , ergo  v=ii^]z=:tf:u.  Sit  iam  t con- 
flans fietque 

z-tf:u-\-F:t=:zV -^F:Vxy 
Tt  aute. 

Corollarium. 

308.  Quemadmodum  autem  expreflio  innenta 
z:=zxT:^ — fatisfaciat  , differentialibus  rite 
fnmtis  perfpicictur : 

(S>-r:}+}f'-.^+ye'-.xrA^=^T'-x+xe'-.xj 
vndc  porro  fit : 

+/^e":xj’  et 


Exem- 
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Exemplum  2. 

309.  Sumto  f:Prr^,  fit 
PP— 2aPy4-2ax  et  P=ay H-V(aayy+2ax) , 
huius  aequationis 

(^)=:(2aayy-4-2ax+2ayV(aayy4-2ax))(J^) 
integraje  completum  imejligare. 

Cum  fit  /:P=:H 

vnde  forma  generalis  fupra  inuenta  abit  in 
s=/rfP.;iF-.P+(^-j'VP);«F!P+0:(;iPvP-yyp) 
ftatuatur  F : P =:  n : P erit 

<fP.F:P=^P>'P.XI^P 
atque 

s r 2- /T V P.  n P + '( ^" -J- V P ) n : P + <I>  5 ( ^ V P) . 
£fi  autem 

quarum  formularum  euolutio  deducit  ad  exprefiio- 
nes  nimis  perplexas.  At  fubftitutionofi  ad  feopum 
^rdneentes  funt 

r=:^pyP— 2j-yP  et  «=:P. 

Corol- 
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310.  Si  pro  rolutione  magis  rcftrida  ponator 

n:P=p"“»  «rit 

mp=(«-!).p”“% 
biacque  colligitor 

TT-  -^VP) 

fit  i)=x  «t  fondio  O euaAefcat  erit 
azr-LPP— Pj^zza; 

«t  carus  dat 

a=^P*-P>=?W+;P(3af-f-iy'>'>,  fidi 
+ 3 i*)  y (Hayj*^aax). 

Scholion. .. 

3ij^  Fotriia' iot^gralis  idiitnta  ludenti  modo 
fimplicior  effici  poteft:  Ponatur 
/if  F ; P n ; P erit 

F : p 7=  y p.  n':  p 

eritque  <»nlttendd  poaremdiii  n^Blbrdm 

m m.  II  qnoi 
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quod  nulla  redudione  indiget 
» =/</  P ( l/  P.  f;  P - ^ f : P J n'  : P 4-  ; n : P.  f : P 

-yVP.n-.p 

at : n : P.41/;  p.  jrjf  f ; p + J ap./^p ) 

Tnde  fit 

2 =/n':  P.  </P  V Pf:  P+ J /n:  P.  f : P->  V P.  n : P. 
Porrt»  eft 

/jp.mp.y  P./;  P=n;P.yp./;P-/n:P(  ^,/:P+rfPyp/‘p) 

ideoque 

2 ;=  n:  P.  y P./;  P -fdV.  H:  P.  l/  P./';  P y P.  H:  P 

fiatuatur  porro 

/ JdV.  n : P.  y ?.f':  P =:  © : P.  «it 

n - P — et 

P-J')-9:P+ <D  (yf;  /;  P-  p j 

^ quae  forma  fine  dubio  multo  eft  fimplicior  quam 
primo  inuenta. 

Problema  50. 

312.  Propofita  aequatione 

inoenire  cafus  quantiiuum  P,  Q,  R,  quibus  i»- 
tegratio  ope  rcdudionis  ante  adhibitae  fuccedit. 

f ■ 

Solutio. 
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Solutio. 

Introducis  binis  nouis  variabilibus  t et  ha- 
bebimus ; 

_PP(Ji.,  -PP(Ji;)  -PP(J-')-  -»PP(Ji)(f;)  -PP(^',- 

+<HH)  +<i(2-;) 

+R(si)  +R(r;)- 

Statuamus  ergo  vt  ante  ^ . 

(ii)=P(H)  « (l5)=-P(jj)  ' 

vade  fit  ' 

(y/)=pp(5^]+p(f;)(H.7+(H)(ii) 

atque 

(Sf“)=pp(fi?-)+p(f:)(j-;)-(i|ui-:)  ’ 

et. aequatio  refoluenda  erit;  ' 

o=(P(^:)+(||)+pq+R)(^:)(|-;)-4PP(|;)(*;)(j|!|-j  . 

+(P(c)-(r;)-P<i+R)(3l>(H)  ; 

lam  euideos  eft  integrationem  inftitui  pofle  , fi  al-  - 
temtra  formula  (|5)  vel  (J-*)  ex  calculo  akar. 
Ponamus  ergo  effe 

«=pq+(S3')-p(ji) 

li  » et 
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ct  aequatio  re£ultans  per  ) diuifa  fit 
Fiat  erit 

- (PQ.+(||))''-»PP(HK^f)=»  ' 

fumatur  t conflans  ^ Tt  flat 
st  - aPP(^) 

ibi  necefle  eft  > vt  quantitates  P,  Q,  (^)  et  (^) 
per  nouas  variabiles  r ct  a exprimantur.  Has  erga 
primum  definiri  couueuit.  Cum  fit 

« (|-“)=-P(^y 

oit 

«t  du-{p^)(dx-l^dy} 

funt  ergo  (rJ  et  {^)  fidores 'integrabiles  reddett- 
tes  formulas  dx+Vdj  et  dx-?dy , non  enins 
opus  eft  vt  hinc  vaHores  t et  u generatiflime  defi- 
niantur. Sint  p et  f tales  multiplicatores , per  x 
ct  y dati  eritque 

t—fp{dx-y-'Pdj)  et  uzzf([[dx—'?dy), 

Tode  fuperior  integratio  fit 

® aPP^  : • 

io 
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in  qua  integratione  quantitas  t — fp{dX'^Vdy) 
conftans  eil  fpedanda.  Seu  ob  du  — q[dx  — ?dy) 
erit 

^ ( P QH-( g ))  V 

aPP 

Verum  ob  dt—o  efl  dx^  — ^dy  , ita  Tt  prodeat 

Tfai  ob  t conftans , et  datum  per  x et  y ^ valor 
ipGus  r per  >'ct  t expreffus  fubftitui  poteft  ^ ^vc 
folaj'  Yariabilis  inGt  et  inuento ' integcali 

erit  V = V/;  r — ( ^).  ...  ( ^ ' •; 

Nunc  ponatur  u conffajis  erit;  ' ' 


z—/Vdtfit+F:u.,  ' ' 

Conditio-  autem  fub  qua  haec  integratio  lociim'  ha-’ 
bet  ^ poAulat  Tt  Gt  ^ • v - 

K=PQ.+  {g)-P(H‘).  ‘ 

c o r o 1 L r. 

315.  Eodienx.  medo  aequatio  propofita;  tefi>- 
lutibnemi  amittet  ^ G fuerit  . • . 

JBBnetque  Tt  ante  a — ../« 

et 

lia  Tun» 


tv. 


y»* 
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Tum  vero  fit : 

o = - (P<i+(|I ) ) I fj)  - i.  PPfJlJ  ( 
quae  poGto  (^®)rr<y,  fumtoque  u conflante  dat 

_ -(PQ+  {^/^)Vdx^Vdj) 
V . aPP 


Coroll.  2: 

314.  Si  porro  habita  ratione,  quod 
u^fq(dx-Wdf) 
fit  conflans  et  dx~Vdy  , ponatur 

J p — ^ —=  / V , erit 


v = V/:«  = (^*), 

Tnde  tandem  fumendo  iam  ■ 

t —fp{d  X -\-Y  dy)  i 
colligitur : 

* xz  fVduf :»  + F : 


Exemplum  i.  - ' c 

^r$.  Si  fumatur  P— a , «'  R— aO,  quae- 
cuftque  fuerit  flfunaio  ipjarum’  x^  et  y,  integrare 
aequationem'. 


o.  ‘ 
Cum 


t 
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Cum  hic  fit  P— a , erit  p—i;  q—i  et 
t = x-\-ay  atque  u~x—ay  vnde  poGto  (^)-V  fit 

i?  — ° Q-d  u Q, II 

V ^ 3 aa  ■“  a » " 

Quooiam  igitur  eft 

X = et  V — , 

1 la  * 

his  yaloribus  fubfiicucis  fit  fuadlio  ipfarum  / et  u, 
ac  fpedtata  / vt  conflante  erit  * 

/v  — ,-^/Q</a-q-//;/  feu 


(Jf)  — 

et  fumta  iam  u conflante 


— fQdu 

Coro  11.  I. 


3x5.  Si  Q.  fit  conflant  =aa^  tcquationii 
liniat: 

integrale  erit : 

fine 


CorolL  a. 
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Coro  11.  2. 


317.  Si  0^=-  huius  aequationis 


integrale  ob 

fqdu-/'^^zzf}^:=ial(t+u)  erit 

Vel  fit  erit 

fdtf’.tz=LXV'.t  tx. 

ft  dtfu  -ftd.  W:tzi  n"; ; -fdt.  U':i=tn':t-U:S 


ergo  ' 

z— II:r-l-F:K  feu 


Exemplum  2. 

' •’  - Sit  v-f,  ft 

fumat urque  R— -y  » .aequatio 

impari  .debeat  ‘ " • ' 

Curti 'ergo  fit 

t=fp(dx+^SL)  et  u-fq{dX^^) 
fiimatur  p—y  et  q—^  vt  fiat  t:=.xy  «t 

Fofito 
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Pofito  nunc  (^)— v fumtoque  u conllantc  ex 
Coroll.  1.  fit : 

‘ - iL)^f  _ -(y-X)dt 

V • y 2XXY 

< . yj 

Eft  Tcro  tu— XX  hincque  x—V tu  et 
atque  ixxy—  2tV tu  Tnde  fit 
^_(Vtu-VL)dt  _iit 
^ xtY tu  a.t~~2tu  ’ 

ct  ob  u conflans 

Ivzziit-J^lt^  ergo 

Quare  fumto  iam  t conflante  «rit 
1 

z = t'/t  *V«/:a4-F:/. 

Vel  ponatur  - , vt  fit  r =- i , eritque 

z=:t^ft^  dsf‘.i^F:r. 

In  hac  integratione  fola  s efl  variabilis , 

ac^demum  integrali  fumto  reflitui  debet  t—xy  et 
^ — 7T-  Ceterum  patet  fiindlionem  quamcunque 
ipfius  xy  particulariter  fatis&cere; 


Ffil.  /7/.  K k Pro- 
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Problema  51. 

31 9.  Propolita  aequatione  generati 

4-S(5|)H-T*+V=o 

innenire  conditiones  quantitatum  P , Q , R ^ S , 

Tt  integratio  ope  redU^ionis  adhibitae  fuccedar. 

i 

S o Iirt  i o. 


Fadta  eadem  fubititutionc  introducendis  bims 
Bouis  -variabilibus  t et  aecpiatio  nodra  fequenteni 
induet  formam  : 


_2P^)  -2P(^  -=P(&(|)  -2Pi£'ig) 

+(PP-QaXff)+(PP-QfiXSWPP-Qa)(£)’-»P(SH|)'  +(PP-Q2XS’ 

+R(|)  +R^)  +=(PP-0aXS® 

+a£)  +Sg); 

Determinentur  iam  hae  duae  nouae  variabiles  f et « 
ita  per  x et  y ^ vt  formulae  (^*)  et  eua- 

oefcant : debebitque  efle 


vnde  patet  has  variabiles  fequenti  modo  determi* 
nari : 


j=:yp(dar+(P+q)^^)  et  u=zfq(dx-{-(.P~Q^}dy} 


famend» 
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fomcndo  p ^X.  q ita  yc  bae  formulae  integrationem 
admittant.  Cum  nnnc  fic 

' +[!y)+l5f)l(ii) 

<“^)=(P-<i)-('if)+(P-Q)t(H)-(3?)Kr;) 

Hiac  Teperitur  formulae  a(^)roefficienSf-aQQ.(2X5) 
termini  {^)  cocfficiens: 

(-(P-Q.)C"-^^)+(‘‘-^^)+R(P+Q.)+S](|^ 
termini  vero  (f-*)  coefSciens:  , 

Eft  vero  et  vnde  ft  brcuitatia 

gratia  vocetur ; 

S+R(P+Q.)+('-^^)-(P-q)("-^,^)  = M ct 
S+R(P-Q)+(^-^/^)-(P+<i)(^-^/-°)=N 
aequatio  noflra  refoluenda  erit 
o = V+T*-t-M/.(|f)  + N?(;-:)-+q0.p^(-5^) 

feu  vt  cum  formis  fupra  §.  §.  29+  et  295.  exhibi- 
tis comparari  queat : 

) W /<*»>—  W fdzx  T v , —Q 

*Q.(u'‘4t  f «ao-p^du/  ooapa  *<io.tq — 

K k a quae 
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quae  fi  porro  breuitatis  gratia  ponatur 

=:  L 


— K et  -- 

40.04  400p 

duplici  cafu  integrationem  admittit : altero  fi  fuerit 
altero  vero  fi  fuerit 

T V I /dK 


400P? 


= KL-(»^)  feu  Tcr+OOpjCf)-  J 


MW 


a a’ 


Quoniam  vero  K'  et  L per  x ct  y dantur,  formulae 
illae  (^)  et  ita  reduci  pofTunt  vt  fit 

/dK\ g—  P < d K ^ I I /dK\ 

/d  L \ — P-t-Q/dby L-zli  V 

f 'JTi'  ».gp 'djc.' 

Quemadmodum;  autem  ipfa  integralia  his  cafibus  iii- 
v^Qniri  debeant  , id.  quidem  fupra  eft  declaratum  : 
vnde  fuperfluum  foret  calculos  illos  taediofos  hic 
repetere : quouis  enim,  cafu  oblato  folutio  inde  peti 
poterit.. 

. Scholion  I. 

pap.  Quod  ad  hanc  redudlionem  formularum 
attinet , ea  fcquenti.  modo  infiituitur  : Cum  fit  ia 
genere 

ex  formulis 

dt —pdx+p{'P+(^)dy  et  duzzqdx-{-q{P~Q_)^ 
erit  qdt-~pdu~ipqQdy  feu  — iiLL:z.p_i! 

et  q[?-Q,)dt^pi?-{-(l)du  = -20pqdx 
feu.  p-r*-g)au  — 4(  p~g)df 


‘Q-M 


Quibus 
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Quibus  Taloribus  fubftitutis  obtinebitux; 

p-t-g)dtt  _ (P— gi  dt  I / dt  ^ du  \,dz>, 

idq-  tdp  ,0.?  '^dy/ 

ita  Tt  dz  p^r  differentialia  dt  et  du  exprimatur. 
Fofito  ergo  U conflante  et  du~o  erit 


fiz\ Q — P/d8N  ■ » 

vJ7'  jgp  ' dx'~*  tQ,p \d  y ' 


, at  poGttr-r  eooflante  et  dt^o  erit 

(dz)  P-t-Q/dzy  t 

VJu/  — tgij  'dx'  »Q.g^d-y'‘ 


Scholion  2, 

321.  Methodus  igitur  hoc  capite  tradita  in 
hoc  confiftit  vt  huiusmodi  aequationes  ope  intro- 
dudtidnis  binarum'  nouarum  variabilium  t et  u ad 
hanc  formam  Mducantur  ' • , 

dc  qua  in  praecedente  capite  vidimus , quibusnam 
-cafibus  ea  integrari  iqueat : Iisdem  igitur  quoque  ca- 
libus  omnes  aequationes  ,,  quae  ad  .talem  formam  fe 
jeduci  patiuntur,  integrationem  admittent.  Eft  vero 
eiusdem  formae  calus  quidam'-  maxime  (Ingularis , 
cuius  integratio  abfolui  potefl  ynde  denuo  infinita 
multitudo  aliarum  aequationum,»  quae  qutdem  eo 
reduci  que^ant  , oritur  integrationem  pariter  admit- 
tentium. Quem  propterea  cafum  fequenti  capite 
diligentius  euoluamus. 


Rk  3 


CAPVT 
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ALIA  METHODVS  PECV- 

LIARIS  HVIVSMODI  AEI^VATIONES 
INTEGRANDI. 


Problema  52. 

S322.  " 

i aequatio  propoCta  hanc  habuerit  &rmam : 

cius  integrale  completum  iaueltigare. 

Solutio. 

Cum  hic  binae  variabiles  x ct  jf  aequaliter  ia> 
fint  ponatur  primo 

a:  z:  A ( :x+3(x  j:+ C (x + 7 x 

4-  D ( a:  +_r  arete. 

vbi  pro  faciliori  fubftxtutioDe  notetur  , polito 
vzz(A-4-j^)'‘F:a:  foro  ' 

( £|)  rz:  p.  ( X +/>*"' F : ar  4- ( ar  H-j' f F X 

(j-^)-p.(x+^)^-F;x  et 

< Fada 
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Pada  ergo  fi^ftitutione  obtinebimus  hanc  aequa- 
tionem 

on»A(ar-i^)ya:+»B(r4^)^'/:a*+«C(x+>')^-^*/':  ar+  etc 
4-2«fXA  4-otA  +wB 

+ACXt-i)A  4-2«(X+i)B  +aw(X4-2)C 

•t*XA  -i"(X+i)B 

•+-(X-}“i)XB  -1(^1 

-fb!  totum  negotium  ad  coefficientium  A,B,C,Dctc. 
determinationem  reuocatur  ; ftcile  autem  erat  prae- 
videre , forma  fuperiori  afliirata  poteftates  ipfiuB- 
(x+jr)  io  ftcigolis  membris  pares  efle  prodituras: 
Fieri  igitur  necelle  eft 
«H-awX+XX— X“0 

( tt  -f-  2 OT  X -i“  zw-|-XX"4"X)B  ( w "i"  X ) a ss  o 

(»-i-2«X  + 4>w4-^^+3  ^ + 2)C4-(w+X  + 1 )Brro 
(n+a  «X'i-5jw'4-XX  + 5 X + 5)D+(w+X-l-  a)C-o 

etc. 


qiiae  determinationes  ope  primae  n+awX+XX— X— o 
ita  commodius  exprimuntur: 


- C X } A 

1 ( nv  -+•  X ) 


(m^X^t  )B 
a ( 1 m -4-  a X I \ 
( m -4-  X -4-  t i C 
I t * m -4-  » X-*-  a ) 


E— - 


( w -(-X  -t-  > ) B 
4 »X-H3  ) 


( w — ^ ^ 

5 ( 1 01  f~  1 X “4“  * ) 
( tn  -4-X  -4-  5 ) P 


It  — — ( m-4-X-f-»  )C 
7 ( 1 m I X-h  * J 


etc. 


vnde 


/ 
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2<^4i 

■vndc  lex  progreffionis  eft  maiiifefta.  At  pro  expo- 
nente X duplicem  eruimus  valorem 

quorum  vtrumque  aeque  pro  X accipere  licet.  Hic 
autem  praecipue  notandi  fiint  cafus , quibus  feries 
afliimta  abrumpitur,  quod  fit,  quoties  w+X  + iro 
denotante  t numerum  qucmcunque  integrum  pofi- 
tiuum  cyjdira  nnn  exdufa.  Hoc  ergo  cucnit  quo- 
ties fuerit 

i-1-/  + V(J— w-n-l-w«)=ro 

id  quod  fieri  nequit  nifi  ^ — fuerit  qua- 

dratum. Inuenta  autem  huiusmodi  ferie  fiue  finita 
fiue  in  infinitum  excurrente  , alia  fimilis  pro  fun- 
dlionibus  ipfius  y xeperitur , vnde  valor  ipfius  2 ita 
reperietur  expreflus 

2 - A ( X )^  ( /:  2 + F : ) + B ( X 2 -p  F y ) 

x-l-F‘ V)  + 2+ F V ) 

etc. 

xbi  cum  binae  fundiones  arbitrariae  adfint , id  cer- 
tum eft  fignura  , hanc  formam  efle  integrale  com- 
pletum aequationis  propofitae. 

C o r o 1 1.  I. 

343.  Si  fuerit  X— -w,  hoc  eft  «-««  + wro 
feu  n—mm—my  iutegrale  ex  vnico  membro  con 

' flabit 
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9^5 

ftabit  d)  B=o , eritque  integrafe 

n . . . Coroll.^^  2. 

‘ 32+.  Integrate  aiitem'  duo  membra  continebit, 
(1  X=— « — i'vel  »r:«w— m-2±(m-i-i  )(w-a):; 
cum  erit  Br:  — iA  et  integrate  erit  *• 

zz:{x+y)-”^'  [fiX+F  :y)-\{x+y)-*iftx^¥'ty), 

.Corel  I.  3, 

325.  Integrate  tribus' terminis  conftabit , & 
Xrr— w — 2 vel  »=:<'«»-H2)(»*  — 3)  j tum  erit 

B=-JAj  et  C=-jB=-l-AAi 
integrate  vero  _ " l 

' z^i,x+yr'’;if-x-FFy)-lix^ 

+iV 

Corolh-  4 ■ " 

saS.  ExVquatuor  autem  membris  integrate 
conftabit,  fi  fuerit  X--w-3>  feu  «=(w+3)(»*-:4')'i 
tam  autem  erit 

B = -iA;  C=-iB=:+ioA}  D=riiC— — i«A 
et  integrate : ' • . .!• 

' r»i.  ‘in.  Li  . Scho- 

< ; > 

I 
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C A P V T IV. . 


Scholion. 

347.  Quod  fi  in  genere  pcxiamos  X-hwr:  — i 
erit  «— (w4-i)(«— i— I ) , tum  vero 

— *)» 

” ® — ij’  j(i«— r)’  "" 

▼ode  fit  omnes  ad  primum  reducendo: 

JBrr— JA  ' C — (»—  ■ > A •'  n — —(>'—») A . 

* ».»(»!  — , j * ».  1. 1. 1 ( 1 i — 1 ) ™ > 

u--  .nr  — T)  A . V-  —(<-•)  ( i — t)  A 

>.  j.i.  <•«(  i)  ( »i  — j ) ” ’ ^ ♦.  j(  1 »— 1 J(i  j— 1 )" 

qui  ita  fc  habent . 1 , 


IA 

B 

c 

1 ^ 

£ 

F 

i — 1 

I 

1 

— j 

0 

0 

0 

0 

izzi 

I 

t 

9 

1 

75 

0 

0 

■ 0 

/ = 3 

1 

s 

3 

ia 

irs 

0 

0 

i = 4 

1 

““I 

5 

if 

^ 7*  14 

3.  1' 
*«.7.  S 

0 

f — C? 

1 

♦ 

S 

J.  3 

a.  t 

* J 

I 

iw 

^ >*♦ 

«f.  p.  7 

960,  ff»  f 

i— ^6 

* 

1 

♦ 

4 

4.  3 

s.  7 

i 

n 

1 t*  34 

t<. II.  p 

g6o»  1 1 p f ' 

Ita  huius  aequatiqois : * ' . , 

\dxtiy'  x-hy'  dx/^x-t-y\Jy)'^  ( » ® 

integrale  completum  erit : ‘ 

«= -K  ar+j  r + F :/)' ■ 


+ 


H , ) 


a t ( a i 

yfi  — >)(»""  a) 

t u ~ 


ctc.  qua© 
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qaae  forma  quoties  i ftierit  numerus  integer  pofi- 
tiuos  J fiaito  conllat  terminorum  numero : Iccus 
aurem  in  infinitum  excurrit.  Imprimis  autem  ilh 
integratio  hoc  habet  lingulare  , quol  non  (olum 
^las  fiindiones  arbitrarias  f-.x  ct  F:r  complt, (flatur, 

ftd  etiam  earum  formulas  (iiffcrentiales. 

-ft,-  . ' • . 


Exemplum. 

' 3 a 8.  Si  occurrat  ijta  aequatio  . . . 

*axdy>  ' X -^y\ d X X ^ dy/ 

definire  cafus , quibus  eius  integrale  per  formam  fini- 
tam exhiberi  poteji.  . 

'Cum  hic  fit  «— (w+/)(tw— t— I )-=;o  fu- 
mendo  pro  i numeros  integros  pofitiuos , duo  or- 
dines habebuntur  cafuum  , quibus  integratio  fucce- 
dit , alter  quo  eft  wrr— j,  alter  quo 
ita  Yt  in  genere  integratio  finita  locum  habeat, 
quoties  m fuerit  numerus  integer  fiue  pofitiuus  fiue 
negatiuus.  Primo  ergo  fi  fit  m~—i  erit 


* 2 1^3] 

etc. 


L1  2 


Deinde 


Deinde  fi  fit  erit 

1 (/:x+F:>')-^(a:4->')(/:j:4-FV)«  ' 

etc. 


wrinque  fcilicet  eadem  habetur  expreflio , cui  cafii* 
peiori  ipfa  quantitas  pofteriori  quantitas 
aequatur.  Ad  fingulos  hos  cafus  difiioAius  euoU 
Tendos  ponamus: 

A=(/iar+F.:y)  • . » \ 

Cr(/:A+F:j'HU-+j')(  /":AT+F«tr) 

D=(/:  Jf +F  tyX/':*+F'^}+i(;c-hy)\  f>:xi-¥‘‘: y)  ’ 

etc. 

Tei  polito  breuitatis  gratia: 

5(  =f-.x-^Y:y ; 
fQ=(x-\-j/.){f:x+F':y)i' 
€={x-\-yy{f':x-{-F":y)i 
^-{x-^yYXf":  x-{-F'":y)  i, 

^ = {x-F-yT{f':x-{-F^'':j)i 
etc. 

••  • ^ fit 
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fit 

B = a-JS5 
C=S(-J5S+,-~S 

E=a-j»+^e-^$D+.^,(E 


F=sf-,‘a5-i.^c- 

G=a> 


5D+ 


»9 


~ U.ll  ><<ll.  ■• 


© 


IO»  p«  ••  1 

I 


to«5.  «.  fi  6 
6 


&}•  I U «O*  9 


e- 


lt«|t»19»9il 


5 


i 


etc. 


! 

lli  I ■•  19.  (.  (.  7 


Quibus  valoribus  inueutis;  ctit , pro  duplici  ordine : 


fi  erit  1 

fi 

erit 

3 

11 

0 

11 

> 

mrr  i 

(x4-r)  8=  A' 

mz=.—  i ; a=B 

w=  2 

(ar4-^)*2=:B 

««=::  — 2 } airzC' 

»/“3 

(.v-4-j)  «z=C 

*»=— 3 » « = D 

w — 4 

(AT-i-J-yS^D 

wzr— 4 ^ 5— E 

(a:-K)')'8=  E 

wr:— 5 ; z=:F 

m:z.6 

.(a-+>')''8=:F 

m=z-^6;  z—G  > 

mzz.“j 

[x-\-y)'*  z:z.G 

etc. 

ttc. 

Scholion. 

T>9«  Si  pro  i fumatur  numerus  negatiuns 
ccrpccfiio  in  mfiaitom  excurrit,.  3it  esim  i=:^kt 
‘ L1  3:  “ et 


i 
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C A P V T.  IV. 


et  cx  formula  prima  erit  *»— i ideoqne 

ALLdrJ-lg-i.  *^*-*- * ’^  S)+etc 

in  inHnicum.  Pro  eodem  autem  cafu  m^k  altera 
forma  ob  i — k—i  dat  . 

( * +,  * =.a  - c 

—1  r>  — 'M>— — »)  tT\  I 

«‘( I *-  0(  »*-»H  i(f  — 4)'^"* 

quae  autem  formae  non  abfolute  aequales  funt  cen*: 
fentiae  ftd  in  altera  fundliones  f:x  'et  F:j  alias  for', 
mas  habebunt , vt  nihilominus  ambae  aeque  fatisfii- 
dant.  Cafu  quidem  ikni , ambae  conueniunt  per- 
fede ; ponamus  autem  k~o  vt  prior  det 

at  pofterior  praebet  ; 

Quarum  confeofus  vt  appareat  fit,  in  hac  pofteriori 
f:x—ax^  et  ¥:y~by  erit: 

z=:  a x" -h  bj  i — {x -\-y){  % a x x ~\~it  b r ) i 

H=z{x-^-jff{6ax^zb)  i ®=r(a:-h7)*<Ja 

at  reliquae  partes  euanefeunt.  Obtinebimus  ergo  ex 
pofteriori 

z=z{x~\-y)(ax*-hby)~i{x-\-jry{^axx+iby) 
-^i{x+y)’{:iax-F-b)-'^{x+_y)*a 
quae  euoluta  praebet  ,•  ^ 

< - quae 
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qaae  (brtiu  vtiqae  in  priori  z^f:x~{~V‘j  conti- 
netur. Confeafus  ergo  binarum  illarum  formarum 
generalium  eo  magis  eft  notatu  diguus. 

Problema  55. 

330.  Inuenire  cafus  quibus  haec  aequatio  ge- 
neralis •. 

(^)-WTy-)+R(B)+S{}?)+T*=® 
ad  formam  praecedentem  reduci , ideoque  iisdem  ca- 
fibus  integrari  potefl. 


Solutio. 

Introducendo  binas'  nouas  variabiles  t et  a,Tt 
fit  quemadmodum  rcdudiio  $.  3x9.  adhibita,  rbi 
Prro  et  Vrro,  declarat: 


t=ifp{dx-^(^dy)  et  u:=zf q{dx-(^dy) 


fi  ponamus  ad  abbreuiandum  : 

M=S+<iR+(»)+(i(g) 
N=S-(iR-(^)+<i(Ji) 
prodibit  haec  aequatio: 


\dtdu'  4 Q.(2.4  '31  / 4Q.Q.P  '311/ 


T 

♦ Qa.fr 


*=o 


quam  ergo  ad  hanc  formam  reuocari  oportet: 


f ^ X W / ^ ^ 


cuius  . 


»*7» 


C A P.V  T.  IV/ 


cuius  cafus  iotegrabilitatis  aote  dedgnauimus , 

quoties  fuerit  « — (w-f-i)(«— i— s ),  denotantes 
numerum  integrum  quemcunque  pofitiuum . cyphra 
uon  exclufa.  Ad  hoc  ergo  necefle  eft  vt  dat  ; 

JM  — — ♦ m Q.Q.q  . JVJ  — — * mogp,  -f  ’T  — — »itCLa»a 
t-+-«  ’ t -t- u (t-f-ll)* 

Quia. autem  hic.  intcgrabili tatis  formularum  r et  » 
xatio  haberi  debet,  fumamus  Q— dtque 

< a tt'  i X et . q — : X > 


. J 


Oritquc 

' tzzait:x-i-a<P:_y  et  u—bTCX-^b<^\j, 

Hinc  fit : 

M >f  N= a S-H  a Q ( ct 
M--N=:aQR-Ha(ffi 
ideoqiie 


'•  ) 


f> t m ( a — S)Q,n*  i * i ^dQ.'] 

' t-t-H  U-Vrfjli 

£ — »m  ( a_*-*i  )QQ.*' ! * « 

T ■ a 6 QQ,«' : g.»';»— 4 n a b(t>'  sy.<t^:y 

it-t-u)*  ; .(»*+*  iij»“ 

ob  vade  cft 

/ ao. \ — 9"--y  ^ y __  — jK;  y 

^ dy  f Vi*  ^ d*  / — Vi*.»':*  " ** 

» 4- « =(a  4- i)  7t : a: -+- (o  - ^ ) (p 
Ideoque  habebimus ; 

o ,m[a  — &)(^;y  (pii.^y  ‘ 

t-i-u 

_S  .1 i.w"!* 

aa ^ VT¥* 


Qua 
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Quo  aequatio  fiat  fimplicior  , duo  cafus  praecipue 
funt  confiderandi , alter  vbi  b=a , alter  b——a. 
Priori  eft  t-^u  — iamxx  et  aequatio  nofira  erit 


n':x 


0':y.0'-vfddz  \ Cp":yfdz'\,/(p':y\^/Tr"-.x 

'djf‘ ^ ^ ir':*  ~ 

_ <y. 

% X. 

Altero  vero  cafu  b — — a fit  t + w=:o.a<^:y  et 


iddz  ■> i(t'tyY/dJz  \ , (,m<^.y  _ <t"iy 

'iy*'  ^ i':x'  ' dx^  (f:y  <f‘:y 


)(S)+(£i)' 


yr"-x,dziL 

’n':x\dxJ 


4- 


n(p-:  jr.  (Jl':y  

($.y.(p:y  •*  — 


O 


quae  ambae  aequationes  integrationem  admittunt  ca- 
fibus  i — i). 


C O r O 1 1.  I. 

331.  Aequationes  poftremo  inucntac  a fe  iii' 
■vicem  non  difierunt , nifi  quod  binae  variabiles  x 
et  y inuicem  permutantur  vade  fufficit  alterutram 
(blam  confiderafle.  Prior  autem  transformatur  ponendo 
t=:'n:x-\-(P:y  et  u~'n'.x-~(^'.y\ 
pofterior  vero  ponendo 

tzz.nxx et  uzz^xy—izxx. 


Coro  11.  2. 

333.  Hae  aequationes  etiam  fcquenti  forma 
magis  perfpicua  rcpraelentari  pofiunt,  prior  quidem 

, /<UsN  ■ (ddz\ __  <t“iy  ldx\,  (ity^  _ 

fn^  ' <U»  I Aj '(n‘:x)’  Tt:x.Ti‘:x  dxl 

m IU.  Mm  et 
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S7+ 


et  pofterior 

I . ddz  \ 


fiUz\i,tm  0":y  i ir":»  fdzv 

^ fla*  i ' («':*)<  W*/ 


4- 


«1=0. 


C a f u s I. 


333.  Ponamus  'n^:x=a,  et  (J/.7=:4,  erit 
“Ttix^ax  et  tum  vero  7r'^:jr=o  et  oj 

vnde  forma  prior  prodibit  : 

I / diz  \ I ! ii  z \ » m fdz\__  « ~ - 

aai  ~3 X*  / aax  'd*'  00**'“““ 

quae  reducitur  ad  formam  fupra  rclolutam  poaendo 
l~ax-h^J'  ct.  w=zax—by. 


Pofterior  rero'  forma’  c(t 


I r dd  z 2^  f dd  z \ I 1 «I 
6 6'  dy'  ' oal  dx*  f ' bby 


b byy 


Z— 


O’ 


quae  reducitur  ad  formam  fupra.  xeiblutam  poaendo* 
t zzax-}-bj  et  «—^7— ax 
Ttraque  autem  eft  integrabilis  cafu 
nzx{m  / — I ). 


Redudione  enim  ad  variabiles  r et  » 
haec  aequatio 

/ diiz  \ , w*  /d»\  I ■ m /dz\  , n 
\dtdu/~T“  t-H»  Vdt  l_^u  idu/”r- 


oritur' 


= 0. 


Coroll.  z.. 
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C o r o 1 1.  I. 

334-  Si  fumatur  »r:o,  hae  ambae  aequa- 
tiones : 

ma/  ddz  ^ /d  dz  \ iin/dz^— . 

— (si^— ° 

dyi}  -J- (3^)  — O 

funt  integrabiles,  quoties  m fuerit  numerus  integer, 
ideoque  am  numerus  par. 

C O r 0 1 1.  2. 

33$.  En  ergo  aequationes  ob  iimplicitatem 
notatu  dignas  , en  tribus  tantum  terminis  conhan- 
tes , quae  infinitis  cafibus  integrationem  admittant, 
Integrale  autem  quouis  cafu  facile  exhibetur  ex 
€X  §.328,(1  modo  ibi  loco  x et  j fcribatur  t et  u. 

Cafus  2. 

33<y.  Sit  et  » wit 

et  (P'.y=zby 

tum  vero 

Vnde  fbrma  prior  prouenit 

2_.dd%  X A/y  tJL-awp.-2fg  </g. 

aax^y-^7}T>'^  ^ dx’ 

M m ft  qoae 
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quae  reducitur  ad  formam  fupra  refolutam  ponendo 

et  u—^ax*+^-by. 

Pofterior  veru  forma  fit 


z ddz  I 

bb  ^ df 


ddz  am  dz 


V- 

aax^>^‘ 


dz 


n 


cuius  redudio  abfoluitur  ponendo  ; 
t—^a:>^'^by  et  u—hy - 

Haeque  ambae  aequationes  integrationem  admittunt, 
quoties  fuerit  fl— (w-+-i)(m— » — i). 

Coro  11.  I. 


337.  Ex  priori  forma  cafus  maxime  notabi- 
lis exiftit,  fi  capiatur  , et  n=:o  , tum 

enim  erit 

«0  !diz\ f ddz\ 

wy  '' — ^ d**  J * 

quae  eft  integrabilis  , quoties  — fterit  numerus 
integer  m fiue  pofitiuus  fiue  negatiuus. 

f 

C o r o 1 1.  2. 


338.  Vel  cum  fit  = , haec  aequatio 


erit 
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C A P V T IV.  »77 

erit  integrabilis , quoties  m fuerit  numerus  integer 
Cue  pofitiuus  fiuc  negatiuus , redudio  autem  fit 
ponendo 

» = — -\-by  et 

— f 

« = ~(a»ir— I X’ ® ‘ — bj. 


Cafus  5. 

539.  Sit  'ti':x-=zax'^  et  ^':y—by*^  erit 
ir.x-^ax!^'  et 


tum  Tero 


et  (^'^\y  — vby*~'. 
Hinc  prior  forma  refultat : 


X I ddx  y dz 

bby"'^  dy*  ^ aax^^  ^dx  bby^'^'  ^dy^ 


p.-2WJX-aOT  ^</3  ^ n(fJL-4-l)*  _ 

'aax^>^'^~'~'^Tx^~'  aax'>^* 
quae  reducitur  ponendo 

et 

Fofierior  vero  fiirma  euadit 

r ddz  I ^mv-{-zm~v  .dz 

bby^*  ^ dy  ' aax'^^dx  bby^'*~^'  ^dy  ^ 

_ 

bby'^, 

M m 3 cuius 
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cuius  reduAio  fit  hac  fubllitutione 
fzi-i — — ■ — by*'*''  et 

* V-+-  I ' 

ffc-H  I * * I 

Vel  cum  hic  tantum  ratio  inter  a tt  b in  compu- 
tum  ingrediatur , pro  priori  poni  poterit : 

■ a ( V -f- 1 ^ 0“' 

1 Jo  ^ 

vt  fiat  quo  .expreffio  integralis  fiat 

fimplicior. 

Coro  II.  1. 


340.  Si  ponatur  in  forma  peiori 
fniauetur  ea  vqp  termino  fietque: 

4m 

1 .ddz  X vn—ijdz  - _ y-  dz- 
bbyrdy  ^ aa  * ^dx^  ' bby*-*-'^dy  ^ 


(2OT  — x)  aa 

Statuatur  a—b  et  capiatur  quoque  , vt 

prodeat 

■ *"*  «»» 

(Jf*)-*-— (|i? )+ 


• J"im^  «— ~0 

(im— O»*  » — W. 


CorolL  u 
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Coroll.  2. 


»79 


34r.  Sumatur  porro  ia  priori  forma  kztjjl 
ac  fiat  p.-2mp.-2»i:=-(jL,feu  vt  prodeat 

,ddz  \ p,  dz  ^ 
' V».*  J /.  u ..m-t-i 


<7 


«fi  ( /y/  ) dx 


p.. 


dz~ 

(XT) 


quae  intcgrabilis  exi ftit  ,.quoties‘ fuerit* 
" (»«.-+-•  )* 

Scholion. 


«(p.H-1)* 

«-0 


342.  LargifDma  ergo  hinc  nobis  fuppeditatur 
copia  aequationum  fatis.- concinoarum,  quas  ope  me- 
thodi hic  traditae  integrare  licet.  Atque  hic  im- 
primis duo  cafus  confpiciuntur  , quorum  alter 

pro  motu  cordarum  inaequali'  crafiitie  praeditarum 
determinando  eft  inuentus , alter  autem  hac  ae- 
quatione 

aa  /diiz\ fddz  \ _ im  / d a-\ n 

TrldjT.l-ta**  ^ — ^ 

contentus  ideo  eft  memorabilis , quod  in  analyll 
pro  foni  propagatione  inftituta , ad  talem  formam 

pcr- 
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peruenitur.  Hae  igitur  binae  aequationes  prae  cete- 
ris merentur , \t  pro  caGbus  iutegrabilitatis  inte> 
gralia  exhibeamus. 

Problema  54. 

343.  Propodta  aequatione  diSerentiali 

aa/dda  \ fddx  \ tm/dz\ — 

66l-35r;— i ° 
cafibus  quibus  m cft  numerus  integer  fiuc  pofitiuus 
fiue  negatiuus , cius  integrale  completum  exhibere. 


Solutio. 

Fafla  fubftitutione  — y ct  u-\x-  — y* 

aequatio  noftra  hanc  induit  formam 

( jtt;  ^ ( r« ) — 

Cum  igitur  fit  t~\-u~x , fi  ponamus: 

51  -f-  F : 

«S  =: .v(  f':°JL±±2-^ F":“-^ ) 

' ' 8 0 a C ' 

C ~.T*  (/'''^:°  ) 

5D  “ X*  ( I Yll'.  ax—  by  j 

(£  I 

S — A-’  ( f'':  F^: “JLziP- ) 

\y  3 a ‘ 3 0*' 


etc. 


Cafus 


/ 
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‘5 


%Sx 


Cafus  integrabiles  ita  fe  habebunt , primo  negat  i ui 
fi  w— o i sr  — 3( 
fi  — i \ J55 

fi  sn:S(— + 

Ii  m—-3  \ sr=a-;»  + ,-!-,£-,^S 
Ii  »=-4! 

fi  m=-ii  s=a-,is+^.e-^S)+;^-,(£ 

rS 


iO.  f.  I.  7*  fi  ' 


etc. 


Tum 
fi  mz 
fi  mz 
fi  mz 
fi  mz 
fi  mz 
fi  mz 


vero  pro  Taloribus  poficiuis  Ipfius  m 
-1  ^ a z— 2( 
r 2 ; a*5r:=S(— i?S 
= 3 i a'2=r'S(-j5S+;f^S 


■ \ 


t‘z— 


:5  J:  2=:4)(-JS3-i--^  2-;^.©  + — i— 

9*7  »»7.  0 •»  7*  6«  S 


10*  p 


|9f  p«  « 


S5- 


10«  p«  !•  j*  6 


5 


etc. 


Cui  ergo  exprefiioni  cafu  mzz-i  aequatur  xalor  z , 
eidem  aequatur  cafii  tn=;-f-x  valor  ipfius  a’^'2. 


Vol  IIL 


Nn 


Scholion. 
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Scholion. 

34.4,  Valores  ipfarum  t ex.  u ita  hic  afltinifi , 
Tt  fieret  atque  ec»dem  -valores  quoque 

ia  funftiohibus  adhiberi  oportet.  Etfi  enim 
etiam  eft  fiindtio  ipfius  ax-\~by  , tamen  ftmdiones 
per  difierenttationem  inde  deriuatae  dilcrepant.  Nam- 
que G.  ponamus 

f;-jifU=(p-.{ax+by) 
erit  difierentiando 

vnde  erit 

f:‘J^=xa^':[ax+b,) , 

neque  ergo  hae  fundiones  difierentiales  /uat  atequa- 
' les  , etiamfi  principales  aflumtae  fiat  aequales  , fi- 
mili  modo  erit 

f":Ui^-ia‘<p'":iax-\-by)  etc. 
et  ita  porra 

Problema  55. 

345.  Propofita  aequatione  diiierentiali : 

«m 

(ddz\  — /d±^  \ 

V ^ ^ X*  ' 

cafibus  quibus  m efi  numerus  integer  fine  pofitiuas 
fiue  negatiuu!> , integrale  completum  exhibere. 

Solntia 
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S o 1 u t i’0. 


Infrodudis  notiis  variabilibus  t 

vt  fit 


vbi  efi 

jc*™— •’ 


Pofito  igitur: 

$l=:/:#4-F:w ; a3=ar*^‘(/:f+F' 
+ ar*^* 

€ n***" C/*^‘ ^ +•  ) i 

ctc. 

percurratuus  primo  cafits  , quibas  m a 
numeros  negatiuos  decrefcit. 


I.  Si  rn—o;  erit  aequationis 

in«gwle^ 

II.  Si  m — — i i ob 

tz=lx'+^y  et 
erit  aequationis 

z zzf:  t H-  F :u—lx'i  f':t  + ¥':u). 

N n 2 


/ 


ftHB 

et  u , ita 

'^»(ira— I )»y 


:u) 

iP“:t+F»'4t) 

ir:t+¥^:u) 

I 

cyphra  per 


IlL 
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III.  Si  nrzi—i  j ob  ■ 

et 

erit  aequationis 

intcgrale- 

s =/:  / + F: « - ^ (/^' ? + F:  a ) + ;r. ^ + F''^:  « )• 

IV.  Si  wcr~3  ; ob 

t=z'J+^^y  = 

erit  aequationis 

' inlegrak  • . ,• 

z =/:;+ F ;«- U’(/:  (+ F'! »)'+ ifj  »’(/•"■'  + F": » )' 

-iHTT 

V.  Si  4 } ob  ‘ -■ 

* = et.WZlU"^  -^/,- 


erit  aequationis 


1« 


ii-  ) integrale 

J.v’(/':r  4-F':  a)+-^^  .v’(/';r-u  F"'';-a) 

et  ita  porro.  . » 

. .:  1!  Pro 
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2S5 


Pro  altero  Tero  cifu  vbi  m habet  yalorcs  pofituios, 
intcgralia  foquenti:.modo^  exprimentur ; 

I.  Si  fit  I , feu 

ob  et  ■ 

erit  intcgralc 

X~' sz=f:P-\-T:u  feu  a — 

II.  Si  fit  m=y,  feu 

ob  et  ,^r 

erit  intcgrale 

z=^x{f:t+F:u)-ix\fit+¥':u). 

III.  Si  fit  >B=:3  , feu  (^)=H*"(4^)  ■■ 

ob  i=;*“'-^/  et  u=lx~‘+-^jr 
erit  integrale 

«=:Ar(  /:  # + F : 0 H (/:  l+?':u  t+F":u). 

IV.  Si  fit  w=:4,  fcu' 

bb  et  e 

erit  integrale 

•a=j:(/:;+F;a)-ia?  ( f-t  + F':u)  + ^^x^ 

N n 3 
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/ 


— *—  X/  it  K = 


— y 


erit  integrale 

a ::=  A' (/■;;  + F :»)-{ X®  (/':/  + F':  tf )+ ,4^**  (/“: 

I 

etc. 

Tnde  lex , qda  has  expreffioncs  vlterlus  condliuaire 
licet , per  le  eft  maniferta. 

Scholibn  I. 

34-<J.  Caius  ifti  integrabilitatis  congruant  cura 
iis , qui  iu  aequatione  RJecatidnit  di(^a  deprehendun- 
tur , nouimus  fcilicet  aequationem  hanc 

— m 

d}  -hyydx^ax^”^'  dx 

integrari  pofle  quoties  m eft  numeros  fntegw  fiac 
pofitiiuis  fi\ie  higatiuus.  Haec  autem  aequatio  haud 
leui  vinculo  cum  noftra  forma  eft  connexa  , tibod 
ita  oftendi  poteft.  Propofita  forma  generali 

pro  integralibus  Jparticularibus  inueniendis  (latuatur 
« = , vt  «u  fit  fundUo  ipfios  x tantum  , tm 


tnin 
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187 


tnm  vero 
tio 


— prodit  haec  aequa- 
; in  qna  fi  porro  flatuatur 


C ay 
Xd<tv 
dx* 


47n 

oritur  t^^zzdp-^-ppdx  \ ac  fi  X — Ax*™“'  vt  iu 
noftro  caiii  haec  aequatio  fit 

— am 

dp+ppdxzza  x"^'  dx. 


Haud  temere  igitur  euenire  putandum  eft  , quod 
vtraque  aequatio  iisdem  cafibus  integrationem  ad> 
mittat.  Interim  tamen  notatu  dignum  occurrit , 
quod  cafus  ^ui  in  forma  Riccafi(mQ  fit  fa- 

cillimus , idem  in  noftra  aequatione  neutiquam  in< 
tegrationem  admittat.  Habetur  quippe  haec  aequatio 

/ ii  X \ — bb  ^ ^ ( i iz  \ 

^ ^ ^ ’ 

euiua  redu&io  modo  fupra  f 330.  adhibito  pon 
fuccediL  Nam  ob 


R=:o,S  = o et  T — o» 
pro  nouis  variabilibus  ponitur 
V=zfp{dx-\-^-^)  et 
vnde  ob  M=— =:N  oritur  haec  aequatio 


'aram' 


quae  fumeado 


p-iet?=:i 
Tt  fit 

f— ct  u=z.tx-^^  f 

tranfit 
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tranfit  ia 


cuius  integratio  haud  pcrfpicitur. 


Scliolion  2. 

347.  Aequationis  .autem  ) i®* 

tegralia  particularia  infinita  exhibere  licet , in  hac 
forma  z = A\^e'^^  contenta.  Cum  enim  hinc  fit: 

(J|)— €t  {j^)—KAx^-'e<^y  erit 

|x  p.AaP‘^f‘J'.-rrX(X-i  ideoque 

IxrVXCX- 1),  vnde  cx  quouis  numero  pro  X aflumto 
bini  valores  pro  |x  oriuntur  ita  vt  habeatur 

«'huiusmodi  membrorum  numerus  variando  K in 
infinitum  multiplicari  poteft.  Interim  tamen  Cn- 
gula  haec  membra  adihuc  generaliora  reddi  pofluat. 
Pofito  enim  ^ videamus  an  v neceflario 

confians  efle  debeat : hinc  autem  fit 

ideoque  noftra  aequatio  praebet  per  diuifa 

r »’+  » P-  (ij) +( )+-«0. 

Statuatjar  vt  ante  fjLjxi;X(X- 1 ),  fitque 
erit 

2(3p,  — aaX— « fcu  ^ rr ^ T 

vnde 
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▼nde  cuiusque  membri  ex  ■ Dumero  X ‘ nsiti  forma 
erit : ' * ! . . . • 

+ B - ^ /x 4- ))/ 

Quomodocunque  igitur  non  (blum  exponens  X fed 
etiam  quantitates  A , St , B , S3  varientur,  infinita 
huiusmodi  membra  formari  poflunt , quae  omnia 
luodlim  fumta  valorem  completum  fbnftionis  z . * ' . .7. 

' 'praebere  fiint  centenda.  Quin  etiam  pro  X imagf- 
.naria  afliuni  pc^uut , pofito  enim 

X—a~i~6y—i  fit  fx.—p+gV^l 
exifiente  , . • ■;  : • : 

pp—qqxzaa-^a~bb  et 
pp-^qq—^/ {a<^-\-hb){aa—ia-\‘i’\-bb\  - 

tum  vero  eft  •* 

A‘®(cofi/A:4-y!-i.(finit/x)  et 
e»‘^=eP>(cof.fj',+y-i,Cn,y;') , , . 

vnde  colligitur  forma  ^realis : 

Acof.(to+2>')+B(2pi!r+f  2a-i)yYo^-{blx+qy)—'R'%qJx+zby)^\n.{blx->rqy)  \ 
\ St  fi n.[bIx-\-qy)->r^ 2plx^{2a-i)y)(\ti  ( War4-^y)+5S(a qlx^r  2 by)coC {blx~^qy)J 

vbi  quantitates  a u b pro'  lubitu  atTumere  licet, 
vnde  fimul  p tt  q definiuntur.  Quodfi  hic  litteras 
^ et  9 vt  datas  fpedemus  , binae  reliquae  a ct  p 
ex  iis  ita  determinantur  , vt  fit 

V9I.  III.  Oo  hic 
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hic  crg»  necefle  efl  fit  q-q^bb  et  qq*^bb^i  ^ 
feu  qq  inter  hos  ardlos  limites  bh  bb-\~l  con- 
tineri debet  ftaiuatBr  qz^etct  V ( — ^ a/ ^ 
ft  fit  , 

atq^uc  aa— 1 — cr/  et  p—bf 
,ex  quo  forma  integraliurri  particularium  erit 
-<:^+y/^AcC(  Wa+^)'+ 2 Bf  (iiZr4:r^^f.  (i»^q-r;')-aB(tVx+ 

* \^(iXbl?:-Hy]+2^Ablx;^ej)a.{bix-^cy)+2f&[clx^bj)cibIx-i-ey) 
quae  pofito  breuitatis  gratia  , angulo  bix^cyj::.<P 
transformatur  in.  hanc  . , 

• *"  < ' - - j I “■ 

A cof.  ( (f) + tt ) + B/(  i /a- + ) fi  tr.  ( (f)  4- 
^ 3 +B(<r,/A+^»/)cof.(<J)4-(3)], 

Tbi  quantitates  ^ t ^ A B , a p,  ab  arbitrio 
Boflro  pcndcuc. 


f'--- 


^ SchoHort  ^ 

3+8.  Refblutib  ergo  aequationi»  • • ^ 

' ‘ ' ita-  inrtrtui  coteff'‘;'  Yt  ffngatiir  ‘ 

, -V.'.  : f':  ^ - slvi  : <(  I . . .•■•■■-  ' :•>  ■ •:  • 

^ 3:  . ; 

•'  ' ■■■  'i  . — ^ •' 

3:.'i  .•  O • , .ll\  .u- 


hinc- 
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lincqae  vttexias  difRirenti«ndo  ; > 

( 41^ )-  2 X “ I ) 4->  ( X-  i^nl: 

\f§r)=^^*^{2^n+iL}kmJx+]k])Lriy 

Ex  quo  colligitur  primo  fjL='/X(X 
■2«VX(X_i)  — w(aX-i)  vt'  fit  I 

ficque  eadem  prodit  f integratio  * quan 
•fiedimas. 


c . 


Oo  • 
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TRANSF;0RMATI0  SINOVLARIi 

EARYNDEM  AE(^VAT10NVM. 


Problema . 56. 

349- 

Propofita  hac  aequatione 

(4^)=p(4^)-HQ(f:)+R« 

ia  qua  P , Q , R'  fint  fundiones  ipfius  x tantum  , 
catn  ope  fubnitutionis 

- 

fbi  quoque  fint  M et  N fundliones  ipfius  x tan- 
tum , in  aliam  eiusdem  formae  transmutare  vt 
prodeat : 

exifieotibuft  f , G ^ H.  fun^pnibus  fplius  x. 

Solutio. 

Quia  quantitates  M et  N abj^  fiint  imma- 
nes erit 

» oO 
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quae  form*  per  aequAtionem  , qoaan  nndefln 
tare  afllunimas , abit  in  hanc  : 

ldiX\ \ I I HiGiivS  i KdH 

dx  Idx'” 


«•ya 

refui- 


dx 


V 


NH 


■4-MG  -t-MH 
H-NF  -+-NG. 

Deinde  Teeo  pro  altero  aequationis  propofitae  mem- 
bro nodra  fubditutio  praebet : 


d d V 


d M 


,dM/dt>» 

P"/  ^ dx  '‘dd  dT 

• N 


V 


hincque  porro 


;^dx‘ 


ddv  \ 


ddN 


di 


7-V. 


Cum  nunc  fit  per  hypothefin : 

(^)=p(-J^)+Q,(J-;)+R» 

fi  hic  yalores  modo  inuenti  fubfiituantur fingu» 

rd  d D > 


faquc  membra  j (^)  et  v feorfim  .ad 


nihilum  redigantur  , 
orientur , fcilicet 

I colligitor  aequatio 
MFaiMP 


quatuor  fequentes  aequationes 


ex 

Cd*  V 

a 9* 

, ddu , 

' 

/<*»A 

\Axi 

V 


3:5 


1» 

M d 


^-I^MG+NF— r. 


,,  -/^-fN)P+MQ 

+MH+NGr(g?+^,P-H(^-5+N)QfMR 


^ + NH 


— ddN 
dx» 


P+f5Q+NR 

/ • • 

Oo  3"  X i 
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cx  quibas  commodifiime  primo  quaerantur  P Q 
et  R.  Verum  prima  dat  ftatim  P = F,  vode  fc-' 
eunda  £t 


MdP  — ifdM 
Mdx 


-4-  G = q. 


Ex  binis  irltimis  autem  eliminando  R colligitur : 
"t****^^— — |NddM  — Mddw  | isan^p 

et  illum  Talorem  pro  Q fubnituendo : 

Q - — M M a H ac  I (NaaM  — KaaN)^  i s np a if 

a»  a*  — 3-^ 


+ 


N a M — Mas 

dx 


Grf 


(NaM— MaN 


-Wf+ 


NNap 

av 

_ I PdM(SaM-MaN  ) _ iNNPaM 

Rix*  Kdx 

quae  aequatio  per  ~ multiplicata  commode  inte- 
^rabilis  redditur  , inueniturque  integrale  : 

\ 

Quod  fi  ergo  breuitatis  gratia  ponamus  NirM/ 
erit  ■ ‘ 

C=rH-Gr-Fti-4-Frr  fcu  ' 

dx 

Siue  iam  hinc  definiatur  quantitas  x:r:“  fiue  rnt 
funiftionum  F , G et  H , pro  ip&  aequatione  pro- 
pofita  litterae  P,  Q et  R,  ita  determinabuntur,  vi  fit 

I.  P-F 


IL  Q=rG-t-‘'-?^-*-'!^ 


ec 
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cC  tx  Tltimst  aequatione  derioatur 


p U . MdH  VddH 

hjT  ITd»*" 


Ndji''  ~Sx  Kdx' 


qui  Taior  ob  N r=  M x euadit : 

j> u , d H C d» Cd  M Tddt  __  FddW  i » P d M» 

i3x  iix  hTx  lax*  Hd*» 

_ dPdi  __  dP  dn 
t d X*  K d X* 

ct  cum  aequatio  inaenta  j G.  difTcrentietur  det 

J^  + 2¥sds+ssd¥ 


o—dH-Gds^sdG-- 

obtinebimus 


III. 


•fdde  fi  aequatio 


i9 

d X 


PddN 

Mdx‘ 


Pds  I »PdM* 


d X 


MH  J x> 

_ _ d?  d H 

d X M d 


rcfolutionem  admittat,  etiam  refolutio  fuccedet  hu- 
ius aequationis 

(|^)=Pi24^)+Q.(ji)+R^ 

cum  fit 

s :r:  M ( ^ ) 4- N -y  zz:  M ( J -u + ( ) J, 

Coro  II.  I. 

350.  Si  portatur  Mrz,i,vt  fiaC'a:~j'y+(^j 


erit 


, qrzG+jli  et  R 


. U’_U  >FJt-tdP 

o X . dx  ‘ 


»9^ 


C A P V T V. 


ncc^ue  hoc  modo  ^us  iltius  rcdiiftionis  rcRringitufi 
qu  )iii^  fi  tie;nccps  loco  z ponatur  Ma,  etiam 
aequationis  hjric  orcae  rcfolutio  eft  in  promtu. 

Coro  11.  2. 


351.  Quoties  ergo  aequationis 


rcfolutio  eft  ia  poteftate , toties  etiam  huius  ae» 
quationis : 


f^)=F(  3^r-)  + (G+HKJ-:>+jH+i  - 

rcfolutio  fuccedit , fi  modo  capiatur  s ex  hac  ae- 
quatione 

F </ J -1- G j i Ji*  — F r X y .V  H- ( C — H ) </ X — o 
tum  enim  erit  z~sv-\r{^~).  Sunt  autem  litterae 
F , G , H ftmdliones  ipfius  x tantum. 


Scholion. 

354,  Haec  redutftio  methodum  maxime  na- 
turalem fuppeditare  videtur  eiusmodi  integrationes 
perficiendi , quae  fimul  fundlionum  differcntialta  in- 
voluuiit.  Si  enim  aequationis  pro  v datae  integrale 
fjt  c — Cj):/  exiftente  t funtftionc  ipfarum  x et  j , 
ob  dv  — dt<^'\t  erit  aequationis 

inde  deriuatae  pro  z habebimus : 
s = rCp:r  + (ll)(p';r. 

Deinde 


Digitized  by  Google 


C A P V T V.  as7 

Deinde  fi  fuerit  generalius  v=ra(J):r  fiet: 

* = r «<p :/ 4- ( ) $:  / 4- a ( 

Tndc  ratio  perfpicitur  ad  eiusmodi  aequationes  per- 
▼enieodi  , quarum  integralia  praeter  fundionem 
etiam  funftiones  ex  eius  dificrentlatlouc  n<ua<  d)':/  , 
atque  adeo  etiam  lequentes  eic.  com- 

plebantur. Qiiamobrem  eperae  pretium  erit  hanc 
reductionem  accuratius  euolucre. 

Problema  5/.. 

353.  Concefla  refolutione  huius  acquatioQ»; 
inuenire  aliam  aequationem  huius  (brmae 

pro  qua  fit 

a=:rv4-(ii)- 

Solutio. 

Faba  comparatione  cum  praecedente  proble- 
mate habemus : 

F = i , et  H = ^ 

Tnde  quantitatem  x ex  hac  aequatione  definiri 
oportet 

^ssdx^if-  ^)<?A=o 

. VoL  III.  P p qa* 
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qua  innenta  ob  = aequatio  quaefita  etit 

leu  loco  ds  valore  inde  fubftitutos 

pro  qua  eft 

« = -fV  + (r*)' 

I.  Ponamus  primo  quantitatem  conflantem  /=o, 
Tt  fit 

ds-\-  5^  = 0 

* X XX 

cuius  integrale  particulare  eft  exiflentc: 

— aa— «rro  , feu  aa— (m— i )a+n“0 

ex  quo  ob  oritur  haec  aequatio 

(35?-)=(1rs-)+ 
pro  qua  eft 

Icu  exclufa  «— a(«— i— a),  fi  conflet  refblutio 
huius  aequationis ; 

pro  hac 


ent 


*=r”+(f:> 


IT. 
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II.  Maneat  /=o , et  quaeramus  pro  t Ttlorem 
completum  ponendo  , fietque  ob 


«=:(«— i)a—’aa;  dl-\- 


ii^^njj‘^dxz=^o 


quae  per  at’*”"  multiplicata  et  integrata  praebet: 


a«— OT4-X  aa— «-+-I 

hincque 

dca:’^“'4-a-w4-x  a , aa— «H-x 

— x) 

Tode  fit 

ds - a (w-aa-iX>«-g  «)  C»*— aa—  i )* 

dx  x x{c — i)  xx[cx'^^^ — x)*‘ 

Hic  praecipue  notetur  cafus  r=o  quo  fit 

~ « dx~  > 

ita  Tt  data  aequatione 
pro  bac  aequatione 
fatarum  fit 


.m  — I 


P p a 
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Pro  generali  autem  valorc  fit  »i— aa  — ir:(3,  Tt 
habeatur 

_tt  P ' |3 4- 1 

^ 

l)* 

▼nde  fi  detur  haec  aequatio 

/ di  t>  \ . ag-4rP-*-«  /d"» 

' rf>‘‘  ' 4x*  }~*  X vdx/  XX 

eius  ope  rcfoluetur  haec  r 

ddz^  ddz^  • saH'fl-f-1  dz  , aS'0-l-i) 

a PP  X g 

com  fit 

S 9 </o 

K ( a — ' A ■' ) 3 — \ 

' rxP— I 'x  ^dx^ 


III.  Rationem  quoque  habeamus  conflantis  /",  po- 
namusque/— vt  fadto  n=a(m-i-a)  habeamus 
df^VL^^-ssdx-^ZJL 
quae  pofito  x = abit  in 


-i~(x)dx  I dx — _ 
jc«  ~oa  — ^ 


Sit  m — ^a  — y vt  aequatio  data  fit: 


g(a-»- V—  , ) 


» s 


V 


et 
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ct  inuenta  quantitate  s prodeat  haec  aequatio 


(d  Sz  dd 

feu 


)+*- 


■ y(dz\_^Ja^ — — V 
~ ^3*^  ' t *i  Tx  ' 


fddz  \^fddz,  ^ I 

pro  qua  e(l 


ta-t-yfdz-,  , /(a-Ofa-t-7).i.  • dt  \ , 

— i— ini +tTTi^  * 


s=(r  + ;)«'+ffi) 


vbi  totum  negotium  ad  inuentiouem  quantitatis  $ 
redit  ex  aequatione 


-\-dx=*±Jx. 

Hunc  in  finem  flatuatur  t , ac  reperitur: 


ddn  _ •ydu  _ id  n 
4x*  xtix  a dx 


a X 


cuius  dupKx  refolutio  datur  altera  ponendo 
«rA-f-BA  + Cr-4-DA*-l-Ex*-fFa.‘  etc.  exiftente^ 

"y\  i~>  ^ ( Y — ’ ) B . TY  — (V  — * ) C . u — C Y ~ ) t) 

, iJ-,jyn:Tro^  ^^‘-♦Ty^,)» 

altera  vero  ponendo : 

« = A +1B A-'''-‘--+  C D E «''^‘etc.  Tbii 


•n ( Y-*-> ) • 

" — ( Y-t->J  • ’ 


p ( Y-4->  )B  . 


D:=^ 


.«  )C 


» l Y-+- 
F — t Y -f-« ) n 
^ — ♦(  Y-i-i  J« 


4)a  ’ 

etc. 


quarum'  illa  abrumpitur  fi  fit  y numeras  integer' 
par  pofitiuus , haec  vero  fi  negatiuus.  Qui  ya- 
lores  etfi  funt  particulares,,  tamen  liipra  iam  often- 
dimus  quomodo  inde,  valores'  completi  fint- eliciendi.- 

P p 3 Coroli.  I.. 


Digitized  by  Google 


30t 


C A P V T V. 


C o r o 1 1.  r. 

3 5+.-  Supra  autem  vidimus  (333  ) hanc  ae- 
quationem 

/ p ^ _ / dJv  \ . , m /J  — /— 

' ' ' o *»  X l3Tx'  ' XX  ^ 

effe  iategrabilem  fi  fit  i numerus  integer  quicun- 
que  , vnde  colligimus , hanc  aequationem ; 

integrationem  admittere  quoties  fuerit  vel  d~\m+i 
■'fel  «—*»*—/— I , feu  «— 2ci  numerus  integer  par 
fiue  pofitiuus  fiue  negatiuus , qui  cafus  oba-aary 
cum  cafibus  integrabilitatis  , pro  valore  generali 
ipfius  s inueniendo  congruunt. 

Coro  11.  2. 

355'  Quando  autem  ex  hac  aequatione  fun- 
ftionem  v definire  licet  , tum  etiam  hae  duae  fe- 
qnentes  aequationes  illi  fimiies  refblui  poterunt : 


(a  — 1 )(m— « ), 

* X - * vC 


cum  pro  illa  fit 
pro  hac  vero 


CoroU.  3. 
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C o r o 1 1.  3. 

35<r.  Pfactcrea  vero  etiam  aequationes  alius 
generis,  vbi  pofiremus  terminus  non  eft  formae  ~z^ 
refolui  poflunt  qui  inueniuntur , fi  quantitatis  s 
valor  generalius  inuefiigatur,  atque  adeo  conflantis  / 
ratio  habetur. 

Exemplum  i. 

357.  Propofita  aequatione  (^)={^)  pro 
qua  eft 

V =r  ir:  (x  4- y) -1- y) 

inuenire  aequationes  magis  complicatas , quae  huius  ope 
integrari  queant. 

Cum  hic  fit  Fm  , G=o  et  H=:o  , refol- 
Tatur  haec  aequatio 

rfx — j r -+- C = o 


et  huius  aequationis 

l idx  1 __  / idx  \ tdt 

\ dy^  l '■  d**  / dx 

integrale  erit 


Siimta  autem  primo  conflante  C=ro  , fit  fjzzdx 
ct  lz=zc-x  feu  s=^  atque  xbi 

quidem  fine  vlla  reftridione  poni  potefl  f— o , Tt 
huius  aequationis 


/ddz  \^^fdiz  \ ^ m 


inte* 
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integrale  (it 

s - - i ( 7t:  ( a: ) + (f);  ( flf ->' ) ) + Tc':  C A‘ +>  )4  4^':  ( j: -J' ). 

Sit  deinde  ct  ob  ds—dx{ss — oo)  fiet 


X — -^1  'r=r^  , hineque 


s—a 


3 a s-i-t 


s+a 
it  _ 
dx~ 


— Ae’**  ct 

4 Aflflf’** 


i-Ae" 


ynde 


(i-Ae’"*)*  ’ 
ct  aequationis 

ddz  ddz  %kaae'^* 

' dy  ' Vjt’  ' ( I — Atf’**)’  * 

integrale  eft 

*= 

flt  tandem  C=— «a  et  nb  i/arCafl-l-x/)  fit 
fl*-l-iz=Ang.tang.|-, 


hineque 

x = fltaog.(aAr+i)  et  » 

quocirca  huius  aequationis: 

/dd  s \ — M dg  \ » gg  - 

'dj^*  ' ' d *•  ' CP^  ( a jT-h  )* 


integrale  cft 


„ «/!■!.(  g»  -f-  S) 


Exem- 
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Exemplum  2. 

359'  aequatione 

fmus  integrale  confiat , imenire  aRat  nus  ope  itne~ 
grabilet. 

Pro  hoc  cafu  habemus: 

ds-ssdx-Ar-  ( C 4- )</*=:  o 

qua  refoluta  erit  huius  aequationis 

. (.-i  + n)* 

integrale 

l Sit  primo  C—o,  et  ex  aequatione 
ds-ssdx-^  ® 

fit  particulariter  j=:i  vel  Ponatur  ergo 

rr=i+,*  critque 

o , 


hinc 


$ xx-\-\x*  :=\a\ 


Ergo 


uJeoque 

dt.>  **1 

III, 


0.9 


-rade 


sptfj  C A FxV*  T V,  0 

Tode  huius  aequationis  t 

(diz\ — ( iiz 

' ' d.v"  ' ( x}  )* 

inte^rale  eft  c ..'  •••  • ' 

II.  Sit  , et  pofito  -4- * fit 

cui  particulariter  fatisfacit^/“i’-4-jj  vt  fit. 


f—' 


et  li  -4-  v! 

cxie-+-j;  „ ds  ‘ xm 

atque  huius  aequationis 

/ dd^  \ — f ddz  ] t ^ 

V d>*  ' ^ u X*  ' (c-f-xj*-  _ . 

intcgrale  fit-  . . ■ - 

^ :iptegrale  autem  pro  4 rompletum  . iniKoieBdum 
ftatuatur 

f = f 4-  + -i-  . ' . - - . 

* * U - ' t . * 

fietque  . • , . 

feu  ■ 

e ' c c . , 

hinc  ■ • 

x=zb—M{i +2at)  ■ r.'. 

ergo  ■ •'  - ■'  • ‘ 

t(h  — X) 

e « — I 

«=■ 


r./  .r 


2(r' 


^nde 
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yode 


cc  iC 

f ~ -4"'»  f h -TTT 


et 


C 6 — * ) 


x(e 


■-0 


» P - fj 


atque 

di  I t —dt 


^4_  ' — — " — ?L\’ — J \ 

d*  ' XX  tfdx  tt  ' ^ X'  e,c  ' ( t\ju(  "~  { t ~ — t'^ 


Scliolion. 

359-  Quoniam  fupra  inuenimus  fcanc  ae- 
quationem : 

/d  dv  \ l d dv  \ ffi-t-r)., 

V xx~'^ 

integrationem  admircrc  , quippe  qui  cafus  oritur  ex 
generali  forma  ( 3S+.  ) fumto  wrro,  erit  pro- 
Wemate  huc  transluo 

ds  — s sdx->r[f-{-’^’j^'l)dxzz.o  , 

hineque  inueiua  quantitate  s huius  aequationie 

< '^  )= )-+-( =/+ 

integrale  erit 


I.  Quod  fi  iam  capiamus  /— o , erit  particula- 
riter r — j vel  J— , vnde  quidem  aequatio. 

Qq  2 nis 


/ 


% 
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■is  integrabilis  focma  doq  mutatuc.  At  (3^9 
f oritur 

euius  integrate  eft 

x’‘f  4-  =:  ~4~ 

ideoque 

x(  g— *■ 
et  aequatio  integrabitis  fit 


II.  At  nonreiedo/  fit  fietquo 

—dti>\r  -\-nudx—fdx 


quae  vt  in  aequationem  diSercntialem  fecundi  gra- 
dus ^cile  pec  ferienr  refotubilem  couuertatuc 
ponatur 

B=y/-L_.l!L. 

' X rix 

et  prodit : 


<{/_4_,)r 

dx*“  dx  "■  XX  ~ — ° 

fit  V f~ a et  fiatuatur 


f— AA:^■4-Ba;'-^--^C;c^-+-4-Dx'-^-:  ctc. 
ac  rejaeritur  : 

D=|S5C,E=|5aDetc 

quae: 


/ ff 
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quae  abrumpitur  quoties  i eft  numerus  intqger  ne- 
gatiuufr.  Sin  autem  flaruatur 

r = A Bar- VCa:*-' -t-D  et«. 

iequens  relatio  nalcitur 

B=f  A;C=Jj^B;  E=^D«c. 

quae  abrumpitur  quoties  i eil  numerus  integer  po- 
fitiuus. 

Problema  5g. 

360.  PropoGta  aequatione  ’ ' 


/ddv  \ _ /ddv\  

V V V dgj.  J $oJl(a; 


V 


cutus  integrale  eft  r 

v = a tang.  ( a x 6 ).  ( w:  ( x ) + 0:  ( x -j)) 

4"7r' : ( X -hj» ) + 0' : { a: ) 

per  transformationem  hic  traditam  alias  inuenire 
aequationes  eius  ope  integrabilos. 

Solutio. 

Ponamus  breuitatis'  gratia  angulum  , 

Tt  fit  dta^adx'^  et  ex  §.  35,1.  cum  fit  F — i, 
G=:o  , H quaeratur  quantitas  s ex' hac 

aequatione 

<ir-xrrfx-4-(C-+-  ^)dx—o 
ecirque  huius  aequationis 

/ d d z \ { dd  z \ / \ _ 


Q.q  3 


lU'- 


Digitized  by  Coogle 


C A.P  V T y. 


019 


integrate 

Z = sv+{^J  feu 

ar=::/jJtattg.<u('7r:(ar+)')4-45-'(^-::y))+.f(7r'r(ar+^)+(|j';{a:-y)) 

+ (Tr:(Ar-t-/)+Ct):(j:^))+etang.a)  [Tt':'jr-f/) + 

+ 3f“:(jr+:r)+0";(x-/. 


Totum  ergo  negotium  ad  inuentionem  quantitatis  / 
reducitur  quem  in  finem  ponamus: 

r;=atang.u-  ^ , 

fietque 


d t m a 

Jx  cy.  M* 


, <»  ° « 
v li  X* 


uud  X*  * 


et  faAa  fubflitutlone  prodit 


— ^ tang.  w = o 


+ C + 


a q fl 
co/.  ui*  * 


lam  ob 


tt  a fm.  u*  — _ « 

cqr.ai*  «%-w* 


fumatur  a.  ita  vt  fiat 

— tt«-h 


Capiatur  ergo  « = — a,  irt  fit 
r — ^fltang.o)-^ 

et  pro  quantitate  u inuenienda  hacc  habetur  aequatio 
+ ^;tang.o)+««u=o 

pofito 


Digitized  by  Google 
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pofito  C——aa  — nau 

feu  j-^  + ^tang.u4-n«=o'  ‘ ‘ ' 

ob 

cuius  refolutio  oqb  parum  ardua  videtur inter 
complures  autem  modos  eam  tradhindi  hic  ad  in* 
ftitutum  maxime  idoneus  videtur.  Fingatur: 

tt=:AconXu+Bcof.(A+2)w+Ccof.(X+4)<))+  etc. 
eritque 

^ ”■  X A fin.  X (u  — - ( X -4“  a ) B fin*  ( X -f«  a } u 

■— (X-+-4)CCn.(X+4)u  etc. 

J^  = -XX  Acof.X  w -(X4-a)’Bcof(X-+-a)u 
. — (X-+-4)*Ccof,(X-d-4)w  etc. 
et  aequatio  hac  forma  repraefentata 

iy^cof  0)  4- lin.  (1)  4- 2 « a cof.  <ii  :=  o 
dabit : ' rs; ^ : ' 

* ‘i 

o=:-XXAcof.(X- 1 )«-(X+2 )*BcoC(X-l-i )(ij-(X+4)*Ccon(X+ 3)w  etc 


• 

-XXA 

-(X+2)*B 

-aXA' 

• '~B(X44)C 

• 

+aXA 

-f2(X-l-2^ 

+»A 

4wB 

+«c 

> +«B 

Tode 
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Tnde  X ita  capi  oportet  Tt  fit 

XX-HaX— « fcu  Xzr— I + y(«-4- X ) , 

diiplexque  pro  X habeatur  A-^alor.  Praeterea  vero 
fecundus  terminus  ob nriXX  + aX  praebet ; 
tertius  .vero  commode  dat  C— o ^ vnde  et  fequca> 
tes  omnes  euanefeunt. 


Sumamus  n — mm—i  vt  fit 
X=- X 4- »«  et  B li:?  A ; 

1 ^ m ' 

atque  integrale  completum  concludi  videtur 
8=:A(coCC«-i)u4-  cof  ( w H-  X ) ta ) 
4- 21  ( cof  (w  4- 1 ; w 4- cof  ( M - x)  w) 

fit  ' jn  — 1 V / / 

A— (x«4.i)B  ct 
fiet 

•=(«+ 1 XB4»)cor(w-  i)o)+(w-i  XB4SB)cof(«4 1 )« 

ybi  cum  binae  conflantes  in  vnam  coalefcant  hoc 
integrale  tantum  eft  particulare  ex  quo  autem  dein- 
ceps completum  «lici  pota-it.  Cum  ergo  fit  • 

5- — — tang. Xi) 4- 
pro  aequatione: 

» tt 

oT5"  a«  O 

ob  C=-(i»4-i)aa=:-jw/wfltf. 


lUod 
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Illud  autem  Integrale  (iuucntum  ad  hanc  formam 
reducitur 


^ tang.  u-1- 


( m w — I ) faitg.  «1 M 
m -t-  tanf  - m u long.  u 


quae  exprcffio  fubftituta  illi  aequationi  egregie  fatis- 
facere  deprehenditur.  Scribamus  eius  loco  0 , ac 
ponamus  pro  integrali  completo  eliciendo, 

prodibitque  ; 


d t . 1 8 _ 

ndu  t tt 


o leu 


4- a 0 / </o) -4- rr  o. 


Erat  autem  modo  ante 

0 = l=-tang.«-^  , 

•vnde 

/0</&jrz/cof  oj— /tt  et  j 

qui  cft  multiplicator  pro  illa  aequatione,  (icqae  fit 

> eoj.  M* p rd  M «/•  M* 

tt  tt 

at  efi 

B— awcof.wucor.  to  + afin.  wtdfin.M  , 
idcoque  : 

t ___  A r d>i 

cuius  pollremi  membri  integrale  deprehenditur 

mfon/j.Tu-+.'<mf*i  _ _ — Tw/ntfnm 

m(mm— iJlrrM-taa^.mbXaiigA)}  in(inm— iXmco/.mii»-(-/'’''naj.a»£*i) 

ita  vt  fit 

f ■ A I cof.^Kiatan  gM — 

■.rmUL'  ' Rt  leu 
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feu  ^ ^ 

1 — (C(nietf-mu  t-Jii-  nK*‘3»g>ui  -f-co/niaila  li.u—^nyio.inwX  ""m 

cui  addatur 

, t tn  m — » ) /ii.  w 

0 — t^ng.  0)  1 “ fn  co/;  mw  jia.  <n  u wn^*  i* 

Tt  prodeat  ^ eritque 

, . ftiwn—  I ycyin.iTiM-f.  rof.mu)  

— — “ tang-  U + "/«t-"»* 

Icu 

t (nwi— I— faRg«’yC/rii.iiiu^-e<)/.mu>— mfang/d:ca/.m*>— 

— c(Wc^.rn(^-^.J,rujiiw:aniJu)-i.cqf.mu;angM-mjin.mu 

C o r o L I.  I. 

351.  Hic  praecipue  noiaudum  eft  huius  ae- 
quationis 

£i5- ii-H- rang.  u -i- C w w — I ) « = o 

d tu*  ~ du  “ 

integrale  particulare  efle 

a zz  OT  coC  u cof.  w w -H  fui.  w u fin.  u 

aliud  vero  integrale  particulare  reperitur  fimili 
modo: 

a~wfiu  wucof.M  — cor.wuun.  td  , 
vnde  concluditur  completum 

a A ( OT  coC  m u coC  0)  -f-  fin. « M fm.  oa ) 

4- B ( OT  fin.  wu  cof.  u - cof.  »1 0)  Gn.  u ). 

C O r 0 1 1.  2. 

362.  Si  hic. ponatur 

A=cCcof.a  et  B=:-CGn.« 

hoc 
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hoc  integrale  completum  ad  hanc  fbrmatn  redi- 
gitur : 

0 — C ( « cof.  ( w M -f- a ) co  f.  <0 -f- fi  n . ( « M •+- flt ) fi  n . M ) 

quod  quidem  ex  iategrali  particulari  primum  in- 
vento fiatim  concludi  potuiflet , cum  ibi  loco  an- 
guli mu  fcribere  liceat  mu  + a. 


Coro  11. 

3<J3.  Hinc  multo  facilius  reperitur  valor 
— tang.u— 

a ^ udid 


cum  enim  fit 


C(mm— X )fin.(mu-t-a)conw 


i-  ” — • tans,  U fmffi — 

hiocque 

» — i » — — » I ■ (mm — I Xnt»e«r.tB* — 

aiiu  aadx  coj.u^ 

et  aequatio , cuius  integrationem  inucnimus , erit 

/ ddz  ^ / d4  z \ _ »(i»r — I jaafm’cofjtii' — finMtiy-t-a)*)  „ 

eiusque  integrale  colligitur 


exiftente  u~ ux-f-i. 


R r a 


-(7r":(x+;';4(I)":(x-^)) 

Scho- 


$ 
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354.  Omnino  memoratu  digna  eil  integratio 
huius  aequationis 

4^  to  + («w-i)a  = o, 

Tnde  occafionem  carpo  hanc  aequationem  generalio- 
rem traftandi : 

quam  primum  oblenio  pofito 
( 2/4- 1 u tang.  (u  4- 

vt  fit 

u coC  tii  ’ « 

abire  in  hanc  formam  : 

41^  - tang. « 4- ( 5-  2/-  0 V o 

ita  vt  fi  illa  integrabilis  exiftat  cafu  /=«,  inte- 
grabilis  quoque  fit  cafu  fzz—n—i.  lam  pro  illa 
aequatione  ponatur 

a”Afin.Xw4“Bfini(X4”2)(»J-}— Cfin  (X-|— 4}w 

—4"  O fin*  (X  «q—  G ^ u— ete» 

et  faAa  fubfiitutione  in  aequatione  : 

q- i|^fin.«-f-2g«cor.uzro 

repe- 
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rcperitur 

“"AXA(1.[X— I jci) — (X-pa]  Bfi.^X-l-i)^ — (X-I-4-)  C(i.(X4-3'u— *(X-H(J)  l)fi.(X-j-5yO# 
-aXA/  -XX  A -(X+2)’B  -(A++)’C 

+Ag  ; -H-aXA/  +2(X-i-2)B/'  +2(X4-4-)C/ 

-2(X+2)B/  -2(X++)C/  -2  X+^}D/ 

+A^  +Bg  +Cg 

+Bg  +Q 

Oportet  ergo  fit  g— XX-1-2X/  tura  vero  coefficiea- 
tes  aflumti  ira  determinantur : 

■R_  x/A  . r-( x-f- 1 )r/— I ) B. -n-cx-f-. )[/— > 

Statuamus  ergo  g — mm—ff^  vt  fiat  et 

aequationes  nofirae  fint 

■ TO--H^Mng.M+(mn-//')i(z:o  ct 
exifiente 

K— ‘ycofa’^"*"  feu  vzz  ■ 

coi. 

Quoniam  nunc  feries  noftra  abrumpitur,  quoties  eft  / 

•‘numerus  integer,  percurramus  cafus  fimpliciores. 

I Sit  /cro  erit 
X::r»i  et  B — o , C = o ctc. 
idcoque 

B — Afin.OTU  et  V — 

i.0),  u 


R r 3 


II. 
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II.  Sit  f~r  y erit 

X — w— I et  Cir o etc. 

W ^ 1 ' 

ergo 

fcu  — ~»ifin.»rwcof  u— cof.OTufin. «. 

1 a 


III.  Sit  /—a,  erit  X—m  — 2,  et 

U_j(m  — »14.  f' (m  — ilB— (n»  — 

— i [m-t- ») —l  ’ 


Dzo  etc 


hiac 


^ “ («-|-i)(«+a)fin.(OT— 2)01+  a(t«— 2)(«-t-a)6n.«fti» 
4-(ro-iX«-a)Gn-(w+2)«  indeque 

fcu  ir:(w«  Va)fin./«(»icor.ato4-a{«t»-+)fi“-wu 

— 3wcof  wuGo.aM. 


IV.  Sit  /=3  , «it  Xzrwj— 3 et 

« n- Jj!Lzz!i£-,  E-oetc 

’^-.T5r5-Tr 


Ergo 

-+(»i4- xX*»+ 3)w+3(«4-aX«»«-9)<‘-(«-"*)“ 

+{«-»)('”'  aXw-3)fi-(w+3)«+3(*«--'»X*’“*"i>^-(*‘'^‘J“ 

exiftente  v=z 


V. 
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V.  Sit/— 4 erit  X— OT  — 4 ac  repetitur: 

I )(m  4 2 XW+-3  Xw+4)<i-(”— +)“+4(w+  2]('>»-4-3 )('«»»-  * 6)fi.(w-  2)« 
)(«-  2)(ot-  3}'OT-4)fi.(w44)‘'»+4(OT-2)(«~3)C'»«-*  <^)  <i.(w+2)a 

exinente  v=:~^ 

vnde  ratio  progre(Tion:is  per  fe  eft  manifefta.  No- 
tari autem  conuenit  fi  pofuiflemus : 

I*— AcoCXw-i-Bcof.  (X4-  2 )o)  + Ccof.  (,X+  4 )t«j4-etc. 

eas  iem  coefficientium  determinationes  prodituras  fuifle 
ex  qna  hi  duo  valores  coniundi  integrale  com- 
pletum exhibebunt : quod  etiam  ex  forma  inuenta 
colligitur  , fi  modo  loco  anguli  ma  generalius  feri- 
batur  mtti  + cL. 

Scliolion  2. 

355  Pluribus  autem  aliis  modis  eadem  ae- 
quatio 

■+■  4^tang.u-f-gK=:o 

d u*  ' d w 

tradlari  et  cius  integrale  per  feries  exprimi  poteft  , 
vnde  alii  cafus  integrabilitat's  obtinentur.  Ad  hoc 
prinnim  notetur  pofito  arzfin.tu^  fore 

li?Ti:XGn.ta’‘“'cof  u hineque 

a u 

— tang. W— X fin.  tj/  et 

ddu  — X(X  - I )fiu.(i>^~’cof.a)’-Xfin.  u^::X(X-i)fin  * 

__XXfin.(Ji\ 

Hinc 
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Hinc  fi  ponamus : 

« - A fi n.  B fio  .0)'-^*+  C fi 0.  D fin.  + etc. 

hida  fubftitutione  adipifcimur : 
0=iX(X-i)Afi.w^”’+(X-h2)(X+-i)Bfi.cu^-f-(X++X^+3)Cfi.u’^ 

-XXA  -(X4-2)’B 

+ 2X/A  +a(X-l-a)/B 

+^A  +^B 

▼nde  fumi  oportet  vel  X=o  vel  X— i,  tum  vero 
erit 


B- 


— ^ 
fx^ 


■J  ^hnl-  \ ■ 


(X^.j)cx4=TT"  ^ 


hinc  duo  cafiis  cuolui  conuenit 


X~o 

gg 

i»  6 

K = -ii=-i’^-=^D 

7-  » 

etc. 


X—  I 

B=^=rf — A 
C-P-6/^B 

4.  5 

D — if.-Cni  C 

6.  7 

E — 

*.  p 

etc. 


Integratio  ergo  fuccedit , quoties  fuerit  g — ii  zif 
denotante  / numerum  integrum  pofitiuum.  Quare 
cum  pofito  a — '■Jcof.u’-''^'  aequatio  transformata  fit 

_ iIldrLl£2.tang.(»)-E(  g — 2/— I )‘y— o 

d u*  d M 

haec  ideoque  et  illa  erit  integrabilis  quoties  fuerit : 


g n (/4- I )’ + 2 (i  4- I )/ 

quos 
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quos  binos  cafus  ita  tqo  compledi  licet , Tt  inte* 
gratio  fqccedat  dum  fit  a;/. 

Scholion  3. 

^66.  Eidem  aequationi  adhuc  inhaerens,  cum 
pofito  «=:cof.  (i»’^ , fit 

|i=-Xcof.«’'-^‘fin.«, 

ideoque 

^tang.M=:— Xcof.u^-f'Xcof.«^  et 
^r=X(X-i)coCw^-*-XXcof.w^  , 

.ftatuo : 

«= Acof.  o)^+  B cof  £i)^+CcoC  Dcof.  w^+ctc. 

et  faAa  fubftitutione  orietur : 

,orX(X-i)Acof.o)^*+(X4-a)(X+i)Bcof.M’^+{’^++X^+3Ao^-“ 

-2X/A  ^XXA  -{X+a)’B 

-2{X+2)/B  -2(X+4)/'C 

+ 2X/A  +a(X+a)/B 

+gA  +gB- 

Oportet  ergo  fit  v«l  ^ = o X=:2/-+-i  , tum 


Tero 


® — l x-t- 1 ) (X-t-  « — »/)  ’ ””  (X-t-*  )(X-»- J'  »/) 

Ss 


■ i X -t- 1 ) ( ; 

F«L  III. 


et 
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et  ambo  cnfns  ita  fe  habebant: 


X r:  0 

X— 2/-Ht 

1 1 1 — ) 

♦(j  — i/j 

— 1 

— «( jy-4-s) 

\ — — 

TV — >»  — ‘"-f  — <?( 

etc. 

etc. 

Ex  priori  integratio  focwdit  fi  ^ = 4//— 4//,  ex 
polieriori  fi  )* -4-2(2/4- i )/,  qui  ca- 

fus  cum  iis  , qui  cx  transformata  nafcuntur  iundti, 
eodem  redeant  ac  in  $.  pracc.  inuenti^  Omnes  ergo 
hadenus  inuenti  integrabilitatis  calus  huc  reuocan- 
tur  vt  ^pofito  g~mm—ff  i fit  \cl 
vi~i^  f,  hoc  e(l  vcl  /-+/  vel  + Ce- 

terum hi  poficriores  cafus  etiam  ex  prima  refolutione 
( 354. ) fequuntur  , vbi  feries  quoque  abrumpatur  fi 
X— ideoque  g-min-ff—ii~iif  ergo  . 

et  transformatione  in  fubfidium  vocata  f:z-h  i -h  m. 
Contra  vero  cafus  primo  inuenti  in  refolutionibus. 
poficrioribus  non  occurrunt. 


Problema  5pr. 

357.  ConccfTa  huius  aequationis  integratione^ 
jnucnire  aequationem  huius  formae : 

pro 
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pro  qna  ftt 

vbi  F , G , H ; P , Q,  R ; et  r , r fuot  faa&io- 
nes  ipGus  x tantum. 


S b 1 u t i a 

Cam  fit 

('^)=FC'^)+G(J-P  + H«  erit 


+ G 


+ H 


f d»v  ,idPfd’v  ^lOIP  fddv\  . dJC  / dT»  y . litftT 

' dje^dy*' — * 'dx*-'  ' dx  ' dx>  ''dx^  ' dx*  ' ~ <tx>  ' dx / Ax*® 


+G 


1 ^dG 
^ UT 


I ><*H 

+ di 


, + H. 

Deinde  Ycro  ob 

*=(||.-)+’'K)+'®  fit 

•4-  X - 

/dda  \ _ f <1*  » d*i>  \ I » d r / d di»  \iddr/dv\tdds 
( X**"i“'dl^''^^'dx*  aif  ( dxfJ'^  d^Vd^/  + 


dc* 


+ X 


+ h 


d t 

a^* 


His  iam  fubftitutis  occclR  eft  , vt  omnes  termini 
aflcai  per  ^%:),  lij)  , (34?) , (|^)  et  v (cor- 

S S 2 fim 
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fim  euanefcaat  vnde  fequeQtea  refultant  aequatioaes; 


ex 

fd*v\ 

\dx*‘ 

& 

(i?) 

iii) 

V 


LF  = P 

lI.G+*^|.+Fr  = Pr+Q 

III.  H+’g+gf+Gr+"^+Fx=P(x+*|^)+(ir+R 

IV.  S+Jg4-Hr+’^+Gx=P(|^+f,^)+(^(x+£)+Rr 
V.J^-f^^  + Hx::P^  + Ql^+Rx. 

Ex  prima  fit  P=zF  ex  fecunda  QnG-h^  , ci 


tertu 


r dT  — ^fdr 


dx  ' d *’ 

lorcs  in  binis  vltimis  fubftituti  praebent: 


, qui  va- 


idH 

dx 


ddC  rdC— Cdr  __  rJiP  __  _ iiiF— iFJi 

"i"  £e*  <5  dx^  dx 


, rrdF-uPrdr  __  Fddr gj. 

■T  2x  Ixi 

ddk  I rJH  _ tdd9-i^^-f^^‘  — 

quarum  illa  fponte  cft  integrabitis  praebens: 

a H-t- 5^  - Gr- - a F x-I- F r r= A , 

deinde  binis  illis  aequationibus  ita  repraefentatis 

ad.Pr  id.F<  ' <I.Prr  i ddp  __d.Gr  i idK — - 

j «nft~  A ■*■  ^ X d X*  dx  d X 


itdC  — Gds 
d X 


• JC  • 


dx 


d«*  — 


ved  adeo  boc  modo  •* 

lidc^=ZiJ  _ </.  r (G  - Ff ) + a ( H - F x) = o 

iiiiriLL>  q- 2 F xdr  + fx</F-G</x-ax<fG+r</H“0 

xltima 
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Titima  ,vcro  ita  repraefcntari  poteft 

j ^ ( Q _ F r ) - r ( G - F r ) +ri<H-F/)r o . 

Quod  fi  iam  prior  per  H - F r haec  vero  per 
»-^G_‘Fr)  multiplicetur  fumma  fit 

(H-Pi)dJ.(o-FD— fc-Pr)d4.t_H..pi)  _(G-Fr)(H-Fxyrz:o 

+ 2(H-Fr)<?.(H-Fr)  - KH-Fr)i.(G-Fr) 

4-ar(G-Fry(G-Fr)4-(G-Fr)Vr  -r(G-Fr>/.(H-Fx) 
cuius  integrale  manifefio  efl 

M-yt)d.CC-Pr^-(C-Pr)rf.H-P«l  Fj)*+(G— Ff )V 

-(G-FrXH-Fr)r=B 
integrale  autem  prius  inuentum  efl 

lili -(G  - F r ) r + 2 C H - F j)  r;  A 

quae  per  H— Fx  multiplicata  et  ab  illa  fubtraAa 
relinquit 

« (o->r)d/H-p.)  _(H-Fx)’+(G-Fr)‘x-B-A(H-Fx) 
d*  ' ' 

ficque  habentur  duae  aequationes  fimpliciter  diffc- 
rentiales  ex  quibus  binas  quantitates  r et  x definiri 
oportet , quibus  cognitis  etiam  funftiones  P,  Q et  R 
innotefcunt. 

Coro  11.  I. 

358.  Si  fit  F— I , G = o et  H=o,  aequa- 
tiones inuentae  , erunt 

— ir — 2xr:«  et  -^ss—bt 

S s 3 Tndc 
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TX)de  dx  eliminando  fit  • 

rdt  — sdr br—tt  r d « — i-4-fl»-4-«f  — rrt 

ar  e 1 r r dr  u-t-aj— rr 

cnuis  rcfolutio  in  genere  vix  fufcipienda  videtur* 
Sumtis  autem  conflantibus  a~o  et  ^::=o  aequatio 
— pofko  szzrrt  tranlit  io: 

d<r  ii  — r r 

rdt-i-ttdr  — H — f rdt' — i (r -t- f 

TT  — df  — * 


vode  fit 

dj- — d f ( I — »t) df  df 

. r I ( s / — 1 ) t «1  — 1 


Ct 


r =.  hinc 

£ ^ g a ( » > — ' y 

~ * '* 


Coro  11.  -2. 


^6^.  Pro  eoJcm  cafu  lingulari  ponamus 
, vt  fiat 


r-— -- 


tt  S — 


^ taauu 


lam  ob  azzo  ell 


a 


</x— — =: — — at 

rr^it  rr(i  — if; — r r ( i — i i»i  ) 
d r d u _ 1 11  d II  4 V ( t ^ 3 11*  ) 

rr— jauu  7a  — " 

iia  vt  fit 

hi  neque 
t=P-ax  et 


N 


vbi 
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Tbi  quidem  faltia  gencralitatc  flimi  poteft 
(3=0  et  u = 

Tnde  fit 

r — =^  fiida 
a = et  s — 

Tandem  ergo  colligitur 
P=i  , Q=:o  et 

' ^ 4 » ( c>  -t- ac*  >» 


e o r o 1 1.  5. 


370.  Propofita  ergo  aequatione 
cuius  integrale  e(l 

V — r:(x-hr)+A:(x-/)', 

huius  aequationis  integrale  aflignari  poterit : 

(ddz  — f ddz\  6 X { t — *•)  „ 

' 4ji*  ' ' ix*  >1 

eft  enim 


« = (- 


Scholion  i. 

371.  Haec  pro  cafu 
F=:i,G  — o et  Hr=o 

multo  facilius- atque  generalius  computari  poflunt 
pro  quocuoque  valore  quantitatis  u , dum  fit  b~Oy 

tum 
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tum  enim  altera  aequatio  (latim  dac 
d xzz.  hincqu* 

a:  rr  — et  r rr  — 

^ — t X ’ 

ex  quo  prima  aequatio  hanc  induit  formam 

Ponamus  rzz~^  fiet 

dt-h'-^  —ttdx-\-adx=:^o 
cui  particulariter  fatisiacit 
t ~y  a -f-  *. 

Statuatur  ergo 

s ~y  o-Hi  + i 


ac  prodit: 

du-{-dx-^zudxVaz=:o  , 
quae  per  multipl,  et  integrata  praebet : 

,*Va„  I " 

^ 777^  — aV*  » 

ideoque. 


2.V  a 


u— 


et 


ne 


:xVo_ 


, n+e’*''*  , 

* — *"1~  j — a"i"  Ct 


r ~ 


oar(n-e“''‘») 


»( jf  V a -t- 1 ) a:  y a - 1 ) 


«c 


N 


Digitized  by  Coogie 


aC  propterca 

—a{n—e'*^*) 

tum  jero  poftrerao 

P--1,  Qrro  ct  R-— — arr— — + 2a  feu 

^ ^ a{nn  — ^ na  X X ~ 2 » f ) 
{n{xya-hi)-he**''\xVa-i)f~-  ' 

""  {n{xya+i)+e'^^\xVa~  i ))” 

Si  iam  fumatur  a cuanefcens  ct  «m  + JarVa 
formulae  ante  inuentae  refultant.  At  fl  a fit  quan- 
titas ncgatiua  puta  a^—rn,  capiaturque  nr 
repetitur 

— mmx(Pa^.m«-Mt(if».m»)  _ — niinj[w/.(mx-4-V)  . — . 

. psf.mx-t-afin.vix — mxlac^yax — p/tn.nix)  t^^mx-pyprojtpn^mjT+Tfj' 

f mtnca/.(  iti  x-4,7  ) : 

* c^.  — m x/in.  ( nk«-«- Y| 

indeque 

j>  »tnw(ea/.  fin«-f-Y)«-4-inffi«>) 

(ccj.mx  -t-y ) - m x/m.  ( nix  y ) }*• 

I 

Quantitas  R reducitur  ad  hanc 

' Snaaxx—2a(ne~*’'‘‘—e^''“)*. 

^ (n(^i+xy  a)e~^''“-ii-xya)e*''“y 
quae  forma  fumto  a yalde  paruo  abit  in 

^__8«garr-2g(«-i-(«-4-i)ryfl4-i^^rr-^-S^<rrVa4-etc.)* 
^n- 1— i(«—  I >jrr+i(w4- 1 Jat  Y af 
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Statuatur  «— i + vt  fit 

n—i  — ^aVa  et 

erit  . " 

Sna^.v.v—  2 a{^V  a—’ix'^  a-^aax\-  Pff£pi2  _ \ax*Vd)* 

(J^aVa—i^aaxxV  a-^\ax'V  af 
■vbi  numerator  fit 

%aaxx-\-^^axxya—xa[^  ^.a—  4 ^x—  2 (3(3a*j;  Va) 

-\~^axx-\-jaax* 

•vbi  cum  termini  per  aa  affedi  fe  deftruant , reti- 
neantur ii  foli  qui  per  a funt  afiedi , erit  idem 
ia  denominatote  obieruato : 

8(3a*a;— _ 8 2(|3— ia:*)  •• 

- Tf+ix)\ 
quae  iam  facile  ad  formam 

p g X f » c»  — X * ) 

*'  — . i «»  4-  a’  ‘ ■ * 

reducitur  fumendo 

4 

sp  — 2f*  Vt  Gt  p — 

Quare  hic  cafus  oritur  fumendo  a euancficens  ct 
' »=  I |c*«Va. 

< 

SchoJion  2. 

372.  Cum  euolutio  folutionis  iuuentae  fit  dif- 
ficillima , neque  vlla  via  pateat  , quomodo  ambae 

. . quan- 
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quantitates-  incognitae  r et  j*  cx  binis  aequationibus 
erutis  defipiri  queant  , in  fcientiae  incrementum 
haud  parum  iuuabit  obferuanrc  , idem  problema,  per 
repetitionem  transformationis  in  pritiio  problem. 
huius  capitis  quoque  (olui  pofle,  neque  proinde  v(u 
carebit  bas  duas  .folu dones  inter  fe  cumparade.  Pro- 
pofita  ergo  aequatione 

ponamus  primo 

ac  p ex  hac  acquadone  determinetur  : 

f ^^p•^Gpdx—'?ppdx->t-{C  — ^^)dx■=zo 
ac  tum  illa  refultabit  aequatio 

Nunc  pro  hac  aequatione  porro  transformando  fta- 
tuamus  fimili  modo 

ita  vt  frt  quoque 

■ z^C-^)  + (p-\-qY^^,)  + {^^^pq)v 
et  quantitate  q ex  hac  aequatione  definita' 


orietur  hacc  aequatio:  ■ ' 

Tt  a' 


cuius 
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cuius  quantitates  P,  Q,  R ita  fe  habent: 


h X 


et 


P=iFj  Q=rGH-i 

TT  • sJC  aPJ^— “f>dF  I ddV  sPdfT— 

Rrr  H+ 


Cum  hac  ergo  foliuione  conuenirc  debet  ea  , quam 
poftremum  problema  fuppeditauit  , ia  quo  cum 
llatim  pofuerimus : 


erit  vtique 

r~p+q  ct  s-\l+pq, 

▼nde  quidem  flatim  valores  pro  P , Q ct  R mani- 
fefto  prodeunt  iUem.  Verum  multo  minus  appa- 
ret , fi  pro  r et  s ifti  valores  per  p ct  q fubfii- 
tuantur  , tum  iftas  binas  aequationes  : 

<‘i^)-(G-Fr)r-H2(H-Fr)  = A et  . 

(H-Fx)-(G-Ff)^-A(H-Fr)z^ 


ad  eas  quas  ante  inuenimus  reduci : 
wf+G;>-Fp?-H-(-C=o  « 

S +(G+  S)»-F»j-H-g  + iS^  + D=o 

ita  vt  hae-  conftantes  C et  D ad  illas  A et  B cer- 
tam teneant  relationem.  Interim  patet  has  poflrc- 
mas  aequationes  multo  efle  fimpliciores,  dum  prior 
duas  tantum  variabiles  p et  x compleditur  , inde- 
que  p per  X,  cuius  F,  G et  H funt  funciiones  datae, 

deter- 
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determinari  debet , qua  innenta  quantitatem  q fimiU 
modo  ex  altera  aequatione  elici  oportet.  Verum  in 
ambabus  fuperioribus  aequationibus  binae  -variabiles 
r et  r ita  inter  (e  fuiit  permixtae  , yt  nulla  mc-  • 
thodus  eas  refoluendi  vel  adeo  ad  aequationem  inter 
duas  tantum  variabiles  perueniendi  habeatur.  Cum 
igitur  certum  fit  priores  folutu  difficillimas  ad  po* 
ftcriores  multo  faciliores  ope  fubfiitutionum  affigna- 
tarum  perduci  poffe , fine  dubio  methodus  hanc  re-' 
dudlionem  efficiendi  haud  contemnenda  fubfidia  in 
Analyfin  efle  allatura  videtur. 

. Scholion 

• 373-  Cum  adeo  confenfiis  harum  duarum 
iblutionum  maxime  fit  abfeonditus , cafum  fpecia- 
lem  accuratius  perpendi*  expediet.  Sit  igitur 

Fzrx  , G=:o  et  H=o  , 

ac  binae  priores  aequationes  inter  r et  r has  induent 
formas : 

I.  et 

II.  rrx-l-A/=:B 
pofteriores  vero  iftas; 

III.  |^-pp-I-C=:o  et 

IV.  ... 

T t 3 quas 
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quas  cum  illis  certum  eft  ita  cohaerere  Tt  fit ; - 
r-p-^rq  et  x=:J|  +pq. 

Vt  faltem'  confenfum  a pofiuiori  agQofcamus , fit 
Qzz—mm  et  tertia  dat 


dx  — —^ 


-pp 


hinc 


xzr^ang.tang.t  et  pzizmtAng.mx. 
Hinc  cum  fit 


erit 

. s—tnm+pp~\-jrq:^mm+pr-m(m+rting.mx), 
qui  valor  in  1.  fubfiitutus  dat 


-l-rr— awrtang.wa:  — 2OTW— A , feu 
^ = rr— 2«rtang.»»x— awm—A  ' 

fecunda  vero  ob 
_ r,='^wng.»tx-h^ 
abit  in  ; ‘ 

lang.  m x =r/w  r*tang.  mx  ~~tmm  rr  tang.  m x* 


- w(  A + 2 TO  *» ) r tang.  w Jf- W*- A m j*»+ B 

ex  quibus  dr  eliminando  fit’ 

B A w w»  -H  w*. 

Pro  quarta  vero  ob 

^ g— r-p  — r—maas.mx  , : 

‘ reful- 


I 

I 


t 

t 

i 

I 
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refultat : 

j^rzrrr— 2/jrrtaDg.«Jf— OTW— D 
ita  TC  fit 

I • 

D rr  « w -I-  A. 

CoDfenfus  ergo  nofirarom  aequationum  in  hac  con< 
ftautium  relatione  confiftit  yt  ob  mm~—C  fit 

D=A-C  et  Br=-C(A-C)=-CD. 

In  genere  vero  etiam  eaedem  relationes  locum  habent 
nam  fi  III.  ct  IV.  in  vnam  fummam  colligantur  ob 

C-hDr:A  ct  p-\-qz=:r  erit 
'iT  + G r + - Fpp- F 2 H- 

cum  vero  Gt  fit 

p£ri!iilzil5  4-Gr— Frr— 2H  + 2Fj+A  = o fcu^ 

t(o^^_(G-Fr)r-+-2(H-Fj)=A 

quae  eft  ipfa  aequatio  prima.  Porro  aequatio  III. 
ob  dat 

Fx-Fpr+Gp-H+Cro  (eu  Cr:H-FJ-p(G-Fr) 
quarta  vero  reducitur  ad  hanc  formam  : 

+ -F«}-H-|§  + F/-FM+S+rfco 

fcu 

-+-fl(G-Fr)-m-Fr-l-D:r;o 

hiucque 

-e(G-F/-)4-H-F/ 

ex 
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ex  quibi?s  concluditur : 

C D = - y{G-Fr)(H-Fr)+(H-Fr/ 
-?i£^|:^’'^+/»?(G-Fr/-p(G-Fr)CH-Fr). 
Ex  fecunda  vero  habemus ; 

J>_t  e — Frjd.t  H-F.)  _ fH-Fi)d.(C  — Pr,_/K  — p 

d3c  d.x  ' ^ 

+(G-Fr)(H-Fj)r-(G-Fr)‘/ 
quibus  expreiTionibus  coniunclis  fit 

■ CP-4-B d.fH— Pt.  Fd.fO  — Prl  dpfC  — PH 

C — Fr  dx  dxi  T* 

d.  fH  — PO  — d.f(C  — Pr)  — Q 

*“  d* 

fiquidem  cft 

C— H-Fx-p(G-Fr), 
ex  quo  etiam  in  genere  eft 

-CD  et  A:^C+D. 

loterim  tamen  hinc  non  pcrfpicitur  , quomodo  cx 
aeqq.  I.  et  II.  binae  reliquae  III.  et  IV.  deriuari 
queant. 

Scholion  4. 

374.  on^nibus  his  diligenter  pcnfitatis  mani» 
feftum  fiet  totum  negotium  ope  fubftitutionis  fatis 
fimplicis  confici  pofle.  > Quod  quo  facilius  ofienda- 
tur , ponamus  breuitatis  caufa 

G-Fr=;R  et  H-Fx=S 

tt 
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Tt  habeantnr  hae  duae  aequationes; 


I. 


A ■ — — 


CR 

P 


^ -f-  aS 


II.  B — RdS—SdR  _HRR  I GRS  _5g 

ex  quibus  duas  quantitates  R et  S erui  oporteat , 
dum  F,  G,  H funt  funi^iones  quaecunque  ip(lus.r,  at 
A et  B quantitates  conflantes.  Ad  hoc  adhibeatur 
ifta  fubflitutio  S— C-t-R^  ita  adornanda,  vt  binae 
illae  aequationes  coalefcant  in  vnam , in  qua  prae- 
ter X vnica  infit  noua  variabilis  p deinceps  per  me- 
thodos cognitas  inuefliganda.  Hinc  ob 

dS=Rdp-\-pdR  habebitur 


II  R — R R Jp  CdR  _ H RR 

* — -j-j—  p 


CCR 

F 


— CC— aCRp  — RRpp 
Tnde  primo  eliminando  dR  concluditur : 
BH-AC==^|3f^‘-4- ^ 4-CC- »f5 -RRpp 


dummodo  ergo  conflantem  C ita  alTumamus , vt  fit 
CC  = B-+-AC,  per  diuifionem  etiam  ipfa  quanti- 
tas R tolletur  , rcfultabitque  haec  aequatio : 


°=‘d  + i—r-PP 


cuius  refolutio  ad  methodos , magis  cognitas  per- 
tinet. Cum  igitur  ifla  methodus  maximi  fit  mo- 
menti , fequens  problema  , etiamfi  ad  primam 
f^oi  m,  V V partem 


p 
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partem  calculi  integralis  lic  referendum,  hic  adiicem 
operae  pretium  videtur. 

Problema  5o. 

375.  Propofitis  huiusmodi  duabus  aequationi- 
bus di  fferentialibus ' 

'•I.  o — ^^T  + Gy+Hz  + ljry+Kyz+Lzz 
II.  o=^-^^5!+P+Qj»'+Rs+S/>'+T/*+V5:». 

F , G , H etc.  P , Q^,  R etc.  fint  fundiones. 
ipfius  X , methodum  exponere  has  aequationes , $- 
quidem  fieri  licet  , _refbluendi.. 

Solutio.. 

Methodus . indicata  in  hoc  confidit,  vt  ope; 
fubnitutionis  z—a-\~yv  ex  illis  aequationibus  vnai 
elici  queat  duas  tantum  variabiles  x et  v implicans.. 
Quoniam  igitur  eft. 

ydz—zdyz^yyd'0—aiy; 
ex  I. tf-f-II.  nafcitur. haec  aequatio:- 

o:=3i>-j5i+P+Qy4-Rs+Sxr+T^s  + V*Z' 

+aF+aCy-{-a}iz+aIyy+aKyz-\-aLzz: 
quae  loco  s fubftituto  valore  aj-i-7v'ita  exhibeatur,, 
fecundum  poteftatcs  ipfius  j 

+/(F+«F+<R+flH)+^fl[  V+flL) ) 

+y  '(Q+flG-K’[  R+«H)+^7{T-l-flK)+2flv(V+flL)) } 
4:y’(S+-flI+v(T+«K)-i-w(V+«L)) , 

nunc-  - 
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•nuncque  efficiendum  eft  , Tt  tota  aequatio  per  yy 
rdiuidi  queat , idepque  partes  jper  y°  et  y'  affeiflae 
euancfcant.  Ex  parte  ergo  / fieri  oportet: 

P-+-aF  -Hfl(  R +flH)  V -f-oL)  — o 

i 

ex  parte  autem,  quin  v eft  noua  variabilis  in 
calculum  indufta  hae  duae  conditiones  nafcuntur; 

G— fl( K ) o et 

R -4-fl  H 4- 2 V-l-n  L ) = o 


vnde  prima  dabit 

P4-flF-nfl(V4-aL)=o. 
iConditiones  ad  iftam  reduiftionem  -icquifitae  funt 
ihae  tres: 

I.  P4-flF-n<*(V4-aL)=o 

3 

II.  q4-flG+<(T+«K)  = o 


III.  R4-«H-1-2«(V  + cL)=:o  - . 
■tvnde  nrel  P , Q et  R vel  F , G et  H commode 
•definiuntur. 

His  autem  conditionibus  ftabilitis  totum  ne- 
gotium ad  refolutionem  huius  aequationis  reuocatur : 

or‘*-24.S+tfI+v(T+flK)+«^’'CV  + cL) 

* 


quae  duas  taotum  continet  Tanabiles  x et  o , « 
qua  u per  X determinari  oportet,  ^m  deinde 

^fito 


formam  t 

o— a<zL  v) 

-HJiy  (I  + K v-j- L«v) 

fecunda  vero  i(!am 

o -=y^  - + P+<rR-ffl«V4:y(Q.+R«-t-aT+2flVc) 

+J7(S+Tv+Vvv) 

fen  hinc  fupcriDrem  per  j>y  multiplicatam  fubtra* 
heado : 

+P-f'«R-+*<raV4-XQ.-4-Rv-l-flT4-aflVc) 

—jyila^aKv-^-aLvv), 

quae  quidem  cum  iUa  congruit , Tt  naturx  rei  po- 
fiulat. 

C O r O I L r. 

373-  Si  ergo  huiiismodi  binae  aequationes 
fiierint  propofitae 

+ F + Qy  + Hs-}-Ij'7+K^«-|-La;5^ 

+a^L—aaKj>“‘2aaLz 
^ +aaV—aTy  — 2aVz 

fcdo  z—a-{^yv  primo  refolui  debet  haec  aequatio  r 
4-S+<jfI+v(T+^K.)  + vv(  V+<3rL), 

fndc 
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Tade  definita:  c per  x • hanc  aequationem  tca(flari 
oportet : 

or:^4-F+flH  +aa  L +j'(  G 4-  a K ) +yy  (I4-K^’4-Lcy ) 

+vy{H-{-2'aL) 

quo  fadlo  habebitur  quoque  z~a-\-vj.- 

C o r o I L 2, 

377.  Si  F:=A,  K=:o  , L=:o  , H— — 2^, 
V ~b  et  T~  — G cafiis  fupra  37+.  tradatus  reful- • 
tat , harum  aequationum : . • . 

o = ^ + A + G>'-a£»c-f 

Q—yJ.E:^l2  -a^+Sjy—C)  z-i-bzz 

'\aabr 

vbi  G , 1 et  S funt  fundiones  quaecunque  ipfius  x , 
et  rcfolutio  ita  fc  habet,,  vt  polito  z.— a-f-)"U  hac 
aequationes  fucceiCue  debeant  expediri : 

+ S+ffI— Go+^vv  et 

+ A— a<ri+>'(G— aiv)-jrlj'y. 


V ▼ 3 


Coroll.  3. 
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Coro  11.  5. 

378.  Euidens  eft  ponremam  aequationem 
nulla  laborare  difficultate  etiam  in  genere  dum  fit 

prioris  autem  folutio  in  promtu  efl  fi  fit  vel  S+flTro, 
fel  \-{~aL=zo, 


CALCVU 
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CALCVLI  INTEGRALIS 
LIBER.  POSTERIOR. 

• 

• 

PARS  PRIMA 

SEV 

INVESTIGATIO  FVNCTIONVM  DVA- 

RVM  VARIABILIVM  EX  DATA  DIFFERENTIALIVM 
CVIVS VIS  GRADVS. RELATIONE. 

' 

SECTIO  TERTIA 

INVESTIGATIO'  DVARVM  VARIABILIVM 
FlfNCTIONVM  EX  DATA  DIFFERENTIALIVM 
TERTII  ALTIORVMQVE  GRADWM 
RELATIONE. 

. 

« 
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DE 

RESOLVTIONE  AEQVATIONVM 

SIMPLICISSIMARVM  VNICAM  FORMVLAM 
DIFFERENTIALEM  INVOLVENTIVM. 


Problema  6i 


379’  * 

Indolem  run<^ionts  binarum  variabilium  x y 
indagare , fi  eius  quaepiam  formula  differentia- 
lis  tertii  gradus  euanefcat. 

Solutio. 

Sit  X fun<^io  illa  quaefita , et  cum  eius  finC 
quatuor  formulae  difRrentiales  tertii  gradus 
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prout  quaelibet  harum  nihilo  aequalis  llatuitur , 
totidem  habemus  afus  euoluendos. 

I,  Sit  igitur* primo  ct  fumta /con- 
flante prima  integratio  praebet  •. 


tum  (imili  modo  fecunda  integratio  dat 
vnde  tandem  fit 

vbi  F:/,  A:y  et  S:/  denotant  fundiones  quas- 
cunque  ipfius  y , ita  vt  ob  triplicem  integrationem 
tres  fun(fiiones  arbitrariae  in  calculum  fiat  ingrellke^ 
vt  rei  natura  poflulat. 

II.  Sit  , ac  primo  bis  integrando 

per  foliUs  x varjabilitatem  reperitur  vt  ante  : 

i^j§)  = xr':y-i-A':j 

nunc  autem  ibla  y pro  variabili  habita , adipifci- 
mur : ' .! 

' ' s — r ; -f- A 4- 2 : a: 

. J 

quandoquidem  apices  fignis  fundlionum  inferipti  hic 
femper  hunc  habent  fignificatum  vt  fit 

fdyT'iyz:zT:y  tt  fdyA':y-A-.y. 

III.  Sit  ( 'o  , et  quia  hic  cafus  a prae- 
cedente noii  differt,  uifi  quod  binae  variabiles  .vet/ 

- ' ' inter 
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inter  fe  fint  permutatae  , integrale  quaeGtum  eft 
z T:  X-+-  A:  x ' 

Sit  (^)::::o  et  d)  Grnilem  permutationem 
cx  cafu  primo  intclligitur  fore : 
zzzi/r-.x-^-j  A:x-\-X:x. 

C o r o 1 J.  I. 

380.  Tres  funftiones  arbitrariae,  hic  per  tri- 
plicem integrationem  ingreflae  funt  vel  ipGus  x , 
Tei  ipCus  j>  tantum  ^ omnes  tres  funt  ipfius  y tan- 
tum cafu  primo  , ipfius  x vero  tantum 

cafu  quarto  duae  vero  funt  ipfius^  et 

Tna  ipfius  x cafu  fecundo  = contra  au--" 

tem  duae  ipfius  x et  vna  ipfius  j cafu  tertio 


C O r 0 1 1.  i2. 

381.  Porro  obferuafle  iuuabit , fi  eiusdem 
variabilis  puta  x duae  pluresue  occurrant  funftiones 
arbitrariae,  vnam  quidem  abfolute  poni,  alteram  per^ 

•*  multiplicari,  tertiam  vero  fi  adfit  per  \yy  feo 
quod  eodem  redit  per  yy  multiplicatam  accedcife. 

Coro  11.  5.  .• 

382.  Perpetuo  autem  tenendum  eft  has  fun- 
iftioncs  ita  arbitrio  noftro  relinqui  , vt  etiam  fun- 
«aiones  difeontinuae  fcu  nulla  continuitatis  lege  con- 
tentae non  excludantur.  Scilicet  fi  libero  manus  tradlu 
linea  quaecunque  deferibatur,  applicata  refpondens  ab- 

■ fciflae  X huiusmodi  fundionem  F : x referet. 

X X 2 Scho- 
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Scholion  I. 


383.  Minus  hic  immorandum  arbitror  trans- 
formationi formularum  difierentialium  altioris  gra- 
dus , dum  loco  binarum  \ariabilium  a;  et  aliae 
quaecunque  in  calculum  introducuntur  , quoniam  in 
genere  cxprefTiones  nimis  fierent  complicatae  vixque 
'vllum  vfum  habiturae  , tum  Tero  imprimis  quod 
methodus  has  transformationes  inueniendi  iam  fupra 
(229.)  fatis  luculenter  eft  tradita.  Cafum  tantam 
fimpliciorem , quo  binae  nonae  variabiles  f et  a 
loco.x  et^  introducendae  ita  accipiuntur,  vt  1I( 

et  u~yx-\-8y  ' 

hic  quoque  ad  formulas  diSerentiales  altiorea  accom." 
modabo.  Cum  igitur  viderimus  elfe 

fro  fofmuUr  primi  gradutl 


(r:)=«t1n)+v(S) 

et  pro  formuTis  fecundi  gradus ; 

)=«p(  4^)-K.J+p  V )t  )+ Y^  (-f^) 

• ■ ■ • ■ ' erit 
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erit  pro  formulit  tertii  gradus ; 
et  pro  formulis  quarti  gradus ; 


/ d*.  V 

'4Md«  ’ 

/ d»s  % 

v<rr*  d u‘ ' 

l dtdu*' 

+4a’Y 

■h6a-y' 

4-+iY* 

3«*Y^-H3fltpY* 

-+-3*y’^+(3y’ 

aa*pJ-l-2ap*Y 

tt’5'’-l-4aj3  Y^+p’ Y* 

2aY^*4“2py*d' 

3«P’5'-+'P’y 

+^0’$ 

+4(3<J‘ 

/d«a. 

vnde  fimul  lex  pro  alcioribus  gradibus  elucet  pro 
formula  fcilicet  generali  ( ) W coeiT.cientcs 

iidem  funt  qui  oriuntur  ex  cuolutione  huius  formae 

{a+YV)" » ' 

fiquidem  termini  fecundum  potcllatcs  ipfius  c difpo- 
naniur. 

Scliolion  2. 

384.  Haud  alienum  fore  arbitror  euolutionem 
inius  formulae  ex  principiis  aute  flabilius  accura- 
tius docere.  Sit  igitur 

Xx  3 


/d' 

'd  ^ 

+Y* 

+y’<^ 

-1-y’^’ 

+Y^’ 
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ac  ponnnir : 

j"  — A + Ec'*-4-Fv*-f-  ctc. 

■vbi  quidem  primo  patet  cfTc  pro  reli- 

quis vero  coefficientibus  inueniendis , fumtis  difie- 
remialibus  logarithmorum  habebimus : 

di  _ my  I nj  •! 

^ Ideoque 

i^(®P-+-(«^4-pv)v4-Y<y'y‘u)-r(wpy4_«aJ 

H- ( OT  + « ) y ^ — o 

vbi  fi  loco  X feries  affumta  fubflituatur,  orietur  haec 
aequatio 

o=:opBH-2a(3Cv  -+-3a|3Dv*  ~i~4a(3Ev’  ~j-$a(SPv*etc. 
-i~aSB  -l-aa^C  H-aa^D  -f-^a^E 

4-pyB  -haPyC  -t-3(3yD  4-+PyE 

4-yJB  H-ay^C  -j-3y^D 

-m(3yA  -m(3yB  -m(3yC  -m(3yD  -/«(3yE 

— ffa^A  —nuSC  —na$D  —na$E 

-{m+n)y$A-im+n)ySB~  (m+n]y$C-{m+n)y$D 

vnde  quilibet  coefficiens  ex  praecedentibus  ita  de- 
finitur 


A— o"*p" 

TJ  — ™ P V -f-  n aS  t 
" — ap  ^ 


>«p  " 

E ^(-T"  — i ti—  3]  aS 

««P 


etc. 


1 

D 4-  ~ 1 >i.  c 


His 
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His  igitur  coefEcieatibus  inuentis , fi  ponatur : 
et  uz=:yx-\-$y 

transformatio  formulae  difl^rentialis  cuiuscunque  ita 
fe  habebit , vt  fit 

d^-^z 

d^-^z 

Problema  62. 

385.  Indolem  fundlionis  binarum  variabilium 
X et  j'  inuefiigare , fi  eius  formula  difierentialis 
cuiuscunque  gradus  euanefcat. 

Solutio. 

Ex  iis  quae  de  formulis  difierentialibus  tertii ' 
gradus  nihilo  aequatis  olleudimus  in  praecedente 
problemate  fatis  perfpicuum  eft  folutionem  huius 
problematis  pro  formulis  differentialibus  quarti  gra- 
dus ita  fe  habere. 

I.  Si  fit  erit 

» rr  ac  * r :/ -h  a:’ A : y 4- a- 2 .7  4- © :/. 

II-  Si  fi:  erit 

» — jf’ r 7 4- X A 7 4- 2 4~  0 : X 

IIL 
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III.  Si  fit  (j^)  = o erit  . 
s — a:  r -f- A tj' -hy  2 : a: -I- © : A*. 

IV-  Si  f.t  (j^)=o  erit 
z=r  :;-hy  ^:AT-f->'2:.\--}-0:.v. 

V.  Si  fit  erit 

3=ry  r :.v-f-y  A:a  -V-j2!  :A-|-©;Ar 

vnde  firaul  progrefliis  ad  altiores  -gradus  cft  mani- 
fefius. 

Coroll.  I. 

386.  Cum  hic  qiiatuor  furuSiones  arbitrariae 
occurrant  totidem  fcilicet , quot  integrationes  infti- 
tui  oportet , in  hoc  ipfi)  criterium  integratMjois 
completae  continetur. 

Coroll.  2. 

387*  Quin  etiam  \iciffim  facile  ofienditur  for- 
mas inuentas  aequationi  propofitae  (atis&cere.  Sic 
cum  pro  cafu  tertio  inuenerimus : 

zzzxT  :j'-hA:j'-|-j2:A  -|-©:Af 
difierentiando  hinc  colligimus  : 

Primo  {^^l)=zr:j>+yX‘:x-hQ'ix- 
dei  ndc  ( —*.)  — > 2" : x 0" : a: 

tj^)=2:":A;  et 

eodem- 
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■«  eodemque  pcrueiiitur  , quocunque  ordine  differentia- 
tiones  vel  folam  x vel  folam  y variabilem  fumendo, 
indi  tuantur. 

Scholion  i. 

388.  Hadlenus  vnam  formulam  differentialem 
nihilo  efle  aequalem  affumfimus  , calculus  autem 
perinde  fuccedit , fi  huiusmodi  formula  fundlioni 
cuicunque  ipfarum  a:  et  ^ aequalis  ftatuatur:  quem- 
admodum in  fequentibus  problematibus  fum  often- 
furus.  Hoc  tantum  inculcandum  ccnfco  fi  V fuerit 
fundio  quaecuuque  binarum  variabilium  x tt  j ^ 
tum  /V  dx  id  denotare  integrale  , quod  obtinetur  fi 
fola  X pro  variabili  habeatur  , in  hac  vero  formula 
fS dy  folam  y pro  variabili  haberi:  quod  idem 
tenendum  e(l  de  integrationibus  repetitis  veluti 
fdxfVdx^  vbi  in  vtraque  fola  x variabilis  aflumi- 
tur,  in  hac  vero  fdyfVdx,  poflquam  integrale 
fVdx  ex  fola  ipfius  x variabilitate  fuerit  erutum, 
tum  in  altera  integratione  fdyfVdx  folam  y va- 
riabilem accipiendam  effe.  Et  cUm  perinde  vtra 
integratio  prior  inftituatur  , etiam  hoc  diferimen  e 
modo  fignandi  tolli  poteft  hocque  integrale  gemina- 
tum ita  //Y  dxdy  exhiberi : hineque  intelligitur 
quomodo  has  formulas : 

JfPf dx' dy  fcu  f'Vdx*dy  et  /^~*~'^'Vdx'"dy* 

interpretari  oporteat ; hic  fcilicet  figno  integratio-' 
nis  f indices  fuffigimus , prorfus  vti  figno  difftren-' 
- V9U  ///.  Y y ti»- 
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tiationis  d fuffigi  foleot , quippe  qui  indicant , 
ties  integratio  iit  repetenda. 

Scholion  2. 

389.  Singulas  has  integrationes  repetendas  ita 
inlUtui  hic  affumimus  , vt  nulla  relatio  inter  binas 
variabiles  x et  y in  fubfidium  vocetur  , quae  cir- 
cumdantia eo  diligentius  ed  animaduertenda , cum 
Vulgo , vbi  talibus  integrationibus  opus  ed , calcu- 
lus prorfus  diuerlb  modo  inditui  debeat.  Quodii 
enim  propodto  quopiam  corpore  geometrico  eius 
Ibliditas  feu  (uperdeies  fit  inuediganda  per  duplicem 
integrationem  huiusmodi  formula  JfVdxdy  euolui 
debet , exidente  V certa  funtSbione  ipfarum  a:  et  ^ j 
vbi  quidem  primo  quaeritur  integrale  f\  dj  Ipe^- 
ta  a:  vt  condante ; at  abfoluta  integratione  ad  ter- 
minos integrationi  praeferiptos  refpici  oportet , dum 
fcilicet  altero  praeferibitur  , vt  hoc  integrale  pj dj 
euanefeat  pofito  y~a  , altero  vero  id  eo  vsque  eaf- 
tendendum  ed , donec  y datae  cuipiam  fuoidioni 
ipfius  X aequetur.  Tum  vero  podquam  -hoc  inte- 
grale  fV dy  ido  modo  fuerit  determinatum  , altera 
demum  integratio  formulae  dxfVdy  fufcipitqr  , iu 
qua  quantitas  y non  amplius  ined  , dum  eius  loco 
certa  quaepiam  fundio  ipfius  x ed  fubdituta,  eaque, 
formula  iam  reuera  vnicam  variabilem  x comple- 
dlitur.  Hic  ergo  prima  integratione  abfoluta  varia- 
bilis f iq  fundtionem.  ipfius  f abir^  ed  ccRfei^  * 
quam  propicrqa  iq  4qti^|i(^,  vIh  X ed 

■wria- 
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, Tariabilis , mininie  yt  conflantem  fpeAare  licebit. 
Ex  quo  patet  hunc  ctfum  toto  coelo  efle  diucrfum 
ab  iis  integrationibus  repetendis  , quas  hic  euntem* 
piamur  , ad  quem  propterea  hic  eo  minus  refpici' 
mus  y cum  ifla  peculiaris  ratio  untnm  in  formula 
ffYdxdy  locum  habere  poflit ; reliquis  vero  vbi 
alterum  differentiale  dx  vel  dy  faepius  repetitur  > 
adeo  aduerfetur.  Quam  ob  cauHim  hinc  omnem 
relationem  , quae  forte  peratfla  vna  integratione  m- 
ter  binas  variabiles  x et  ^ flatui  poflet , merito  re> 
mouemus.  , 

Problema  5^. 

390.  Si  formula  quaepiam,  diflerentialis  ter- 
tii altiorisue  gradus  aequetur  fun<flk>ni  cuicunque 
binarum  variabilium  x y y indolem  famaionis  k 
definire. 

Solutio. 

Sit  V fun&io  quaecunque  binailim  variabilium 
X et  j»  et  incipientes  a.  formulis  tertii  ofdinis  fit 
primo  (^)zzV  , et  pofita  fola  x variabili  erit 

tum  vero  porro 

r 7-1- A7=//V*/x‘+ aT  7+ Air 

ac  denique 

, e =/*  V -1- i X*  r :j -l- X A 7 -f- 2 :> 

* Y y a fimili 
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fimili  modo  patet  fi  foerit  fore 

ezzf''Vdx*dy-\~xr:j'-\-A:y-{-'S.:x 
ic  Cx  &t  = V tvit 

zz=J^Vdxd/-+-T\y-^yA:x-\-'^ix 
fi  fit  (^^)  = V erit 
zzzf  V d/ ’-4-/ r :x-\-j  A:x~{-t.:x. 

Eodem  modo  ad  formulas  altiorum  graduum  pro- 
gredientes reperiemus  vt  fequitur : 

fi  fit  (^:)=V  fore 

z :=/*Vdx*+x*r  :y-\-x'  A \y-{-Q:r 

fi  fit  (iSl7)  = V fore 
x^J*ydx*dy~hx’‘r:jt-{-xA:y+X:y-hBiX 
fi  fit  (j^)=V  fore 

X rr/^  V dx'  dy'-hx  T A : r-f-  0:  ar 

fi  fit  (.w)=V  fore 

zzzf*'Vdxdy*~{-r:y-\-y*  A:x+y'^:x+Qix 
fi  fit  ("a^:)=V  fore 

x~f*\ dy*~\~y'  Frar+j'*  A:ar-t-j'2i:a:-l-0;x 

oeque  pro  altiorlbus  gradibus  res  eget  viter iori  ex- 
plicatione. 

Coroll.  X. 
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, Coro  11.  I. 

391.  Quemadmodum  fignum  integrationis  in 
primo  libro  yfitatum  iam  per  fe  inuoluit  conflan- 
tem per  integrationem  ingredientem  ita  quoque  hic 
fundiones  arbitrariae  per  integrationem  ingreflac 
jam  in  formula  integrali  inuolui  funt  cenfendae  , 
ita  Tt  non  flt  opus  eas  exprimere. 

C o r o 1 1.  2. 

392.  Sufficit  ergo  pro  aequatione  (^*)=V 
integrale  triplicatum  hoc  modo  dediflfe  z~/*Sdx*y 
quae  forma  iam  poteflate  comploditur  partes  fupra 
adiedas : 

quod  idem  de  reliquis  efl  tenendum. 

C O r 0 1 1.  5. 

393.  Si  ergo  in  genere  haec  habeatur  aequatio 

eiaa  integrale  flatim  hoc  modo  exhibetur: 
z—f^\dx^dy* 

quae  poteflate  iam 'inuoluit  omnes  illas  fundionea 
arbitrarias  numero  tn~\-n  per  totidem  integrationes 
inuedas. 

Y y 3 Scholioa 
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Scholion. 

394.  Hi  cafus  vtique  funt  {ImplicitTimi , qui 
ad  hoc  capuc  referendi  videntur  , pro  magis  autecn 
complicatis  vix  certa  praecepta  tradere  licet , cum 
ifla  calculi  integralis  pars  vix  adhuc  coli  fit  coepta. 
Interim  tamen  iam  intelligitur  , fi  aequationes  ma- 
gis complicatae  ope  cuiusdam  transformationis  ad 
has  fimpliciiTimas  reuocare  liceat , etiam  earum  in- 
tegrationem in  promtu  efle  futuram  ; quod  quidem 
negotium  hic  non  copiofius  perfequendum  videtur. 
Progredior  igitur  ad  cafus  magis  reconditos,  eosque 
ita  comparatos , vt  ope  aequationum  inferiorum  or- 
dinum expediri  queant , vnde  quidem  infignis  me- 
thodus fatis  late  patens  coUigi  poterit , qua  faepius 
haud  fine  fuccelTu  vti  licebit.  Neque  tamen  in  haq 
pertradatione  nimis  difiufum  efTe  conuenit , (ed 
fufficiet  praecipuos  fontes  adhuc  quidem  cognitos 
patefecifie. 


\ 
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DE 

INTEGRATIONE  AEQVA- 

TIONVM  ALTIORVM  PER  RE- 
DVCTIONEW  AD  INFE- 
RIORES. 

Problema  54. 

3P5- 

Propofira  hac  aequatiooe  teriu  gradas 
indolem  fua&ionit  z inueftigare. 

Solutio. 

Fingatur  huic  aequationi  £uu^m  bnK  Em- 
pUcior  primi  gradui 

(«-;)=»*. 

et  cum  hinc  dif&rentiando  obtineatur 

( ^ ( H ) ^ ^ * 

hincque  porro 

cuidpas  pft  quaeGto  (atisGeri , dum  fit  «*=ra* , id 

quod 
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quod  triplici  modo  euenirc  poteft : 

I.  n ~a  ; 

II. 

t ' 

• III. 

a 

Pro  quolibet  ergo  valorc  quaeratur  integrale  com- 
pletum aequationis  et  tria  haec  iutc- 

gralia  coniunt^a  praebebunt  integrale  completum  ae- 
quationis propofitae.  Cum  autem  in  aequatione 
(||)=:r2  quantitas  > conflans  fumatur,  erit 

dz'==.nzdx  feu  ^-l—ndx 
% 

Tude  fit 

lz—nx~\-lT\y  feu  z^e'*T\y. 

Tribuantur  iam  ipfl  n terni  valores,  eritque  pro 
aequatione  propofita : 

z=tf^*T:y+e — J 
Cum  autem  fit 

erit  funftionum  arbitrariarum  formam  mutando: 

CoroU.  *. 
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Coroll.  I. 

395.  Integrale  hoc  etiam  ita  repraefeatari 
poteft : , 

3 — r rj' -He' A cof.  + Y ) 

denotante  Y fundlionem  quamcunquc  ipGus  y. 

Coroll.  2. 

397.  Quia  tribus  integrationibus  eft  opus  , et 
in  fingulis  quantitas  j'  Tt  conGans  tradlatur  ^ fecun- 
dum praecepta  libri  primi  haec  aequatio  (fzzazdx* 
relbluatnr , •et'  loco  'trium  conftantium  fundliones 
quaecuaque<  Upfius  y introducantur  ; -vnde  eadem 
fblutio  elicitur. 

Problema  6$, 

398.  PropoGta  hac  aequatione  cuiuscunque 
gradus : 

etc.rzo 

tbi  litterae  P,  Q,  R,  S,  T etc.  funftiones  deno- 
tant quascunque  binarum  variabilium  x tt  y ^ in- 
dolem fuD<aionis  z definire. 

So  1 u t i o. 

i 

Cum  in  omnibus  integrationibus  infiituendis 
■ quantitas  y perpetuo  vt  confiant  fpedietur , haec 
i-ytl.  III»  Z z acqua- 
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aequatio  inter  duas  tantum  variabiles  x et  z confi- 
dere efi  cenfenda-  Quare  per  praecepta  libri  primi 
haec  tradanda  erit  aequatio: 

Vz-+-  -H  -+•  — - -t-  -f-  ete  — n 

a*  ^ dx'  ^ <1*1  ^ <i  *•  ~r  ccc.  — o 

cuius  refolutio  fi  fuccedat,  tantum  opus  efi,  vt  loco 
confiantinm  per  fingulas  integrationes  inueAarum 
funid  ones  quaecunque  ipfius  y (cribantur^  ficque  ha- 
bebitur intcgrale  defideraturti , idque  completum  fi- 
cjuidem  hanc  aequationem  complqte  integrare  li- 
cuerit. ’ ' ' • 

Coroll.  r. 

$99-  Si  ergo  litterae  P , Q , R , S cte.  fint 
ooofiaotea  vel  Iblam  variabilem  y inQOluant  inte- 
gratio femper  (uccedir,  quoniam  in  primo,  liboo  hu- 
iusmodi  aequationes  in  genere  integrare  docuimus. 

..  Coroll.  >2.  . . ; : 

400.  Deinde  etiam  refolutio  fiiccedit'  huius 
aequationis 

A*4-Bx(J|)+Cjr7-^)+Dj:’(J4»)+ctc.=:o 

fiue  litterae  A , B , C etc.  fint  conflantes  fiuc  fun- 
«fiiones  ipiius  y tantum. 

Coroll.  '5. 

+oi.  Tum  vero  etiam  fi  hae  formae  non 
lint  aequales  nihilo , fed  fuoi^ioni  cuicunque  ipfa- 

rum 
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ram  x et  j aequentur  rcfolut'o  nihilo  minus  fuccedit, 
per  ea , quae  in  poflremis  capitibus  libri  primi 
fuD(  expofita. 

Scholion. 

402.  Haec  etiam  multo  latius  extendi  pofTunt 
- ad  omnes  plane  aequationes , in  quibus  nullae  aliae 

formulae  differentiales  praeter  has  ! 

quae  fulam  x vt  variabilem  implicant  <xxarrnn^ 
^uoraodocunque  enim  ilhe  formulae  cum  quantica' 
tibus  finitis  x , y et  z fuerint  complicatae , aequa- 
tio fcmper  ad  librum  primum  pertinere  eft  cen- 
fendaj  quoniam  in  omnibus  incegrationibns  ^fotuen- 
dis  quantitas  iperpecuo  vt  conflans  trafiauir.  Coisr 
fiedis  demum  integrationibus  dicrimen  in  hoc  con- 
fiflit  y vt  loco  conflantium  arbitrariarum  'fiindiones 
arbitrariae  ipfius  in  calculum  introdacuntar.  Su- 
perfluum foret  hic  monere , quae  de  altera  variabi- 
lium jf  funt  di^a , etiam  de  altera  x efle  in- 
telligenda.  ' 

Problema  66.  . ^ i.i 

403.  Propofita  hac  aequatione 

inuefiigare  indolem  fundionis  x.  ' 

* “ j . . . » • 

Zz  i Solutio. 


P 
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Solutio. 

Facile  patet  huic  aequationi  fatisfiicere  hanc 
aequationem  rimplicem  vade  fit  3— 

ftatuamus  ergo  z~e^’‘v  eritque  : 

hincque 

quibus  valoribus  fubftitutis  et  diuila  aequatione  pes 
habebimus; 


Quia  nunc  hic  vbique  occurrit 
Mit 

cuius  integrale  efi 
fi{y-bx)  — u 
fcribamus  ergo 

vt  prodeat 

vz=r;(/-^ar)4-A:jr , 
ideoque  integrale  quaefitum  erit : 


(|7)  fiiciamus 


quae 
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quae  forma  ob»  duas  fuii(5liones  arbitrarias  Ttique  eft 
hitegrale  completum. 


Problema  5/. 

40+.  Propofita  hac  aequatione  : 


indolem  fundionis  z inueftigare. 


Solutio. 

Aequatio  haec  ita  ell  comparata  Tt  ei  mani- 
fcfto  fatiifaciat  zrre*  , ftatuamus  ergo  zzze^v 
eritque 


quibus  valoribus  fubftitutis  emergit  haec  fatis  fim- 
plex  aequatio : 

o = (a+3b)[!^)+H‘^.)+‘il^) 
in  qua  commode  cuenit  vt  in  Cngulis  terminis  for-* 
mula  contineatur,  quare  pofito 

prodit  haec  aequatio  primi  gradus 

o=(.+3i)a+Kji)+‘-(r;' 

Z Z 3 


ex 
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ex  qaa  patet  fi  ponatur 
du—pdx+qdy 
eflc  debere 

* [a-\-%b)u-\-bp-\rcq  — o 
quae  ita  refuluitur. 

Gim  pofito  a-^'^b~f  fit 

f =-  ^ - Ls  erit  ; 

feu. 

dx-<’^=Hdi,+'^’)=riT 

Ccque  Becei&  eft  tc  fit  ~ fundlio  ipfius  x ^ , 
Tndc  fit 

lu-\~ilr=^f:(ex-bj)  et  . 

lam  obj'  conftana  rpe^aodum  prima  integratio  dat 
ct  altera 

•zis 

v=zfi  * r:(x-^)+xA:y^:S:jt. 

Quare  pofito  a-\-:^b'z:f  aequationis  propofitae  inte- 
grale  completum  eft 

xJj. 

*=r  *r:[x-^-£)+e*xA:j+e*X:f. 

Problema 
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Problema  53. 

4o5<  Prapofita  hac  aequatione  dii^rentiali  ter- 
tii gradus 

o ^ p*-  3 P(  J|)+ 3 P(  ^)  - P(3^)-t-Q.(}i) 

Tbi  P et  Q fir>t  funAiones  quaecunque  ipCirum  X 
et  j inueftigare  indolem  fun^onis  x. 

Solutio. 

FaAa  fubftitatioQe  x = e*v,  quandoquidem  ex 
data  forma  facile  pcrfpicitur  valorem  e*  loco  x po- 
litum fati»facere  , peruenitur  ad  hanc  aequationem  : 

quae  porro  pofito  Tt  fit  vzzffudx'  abit 

in  hanc 

Statuamus  du—pdx^qdy.  erit'  (^q—Vp^  hinc 
f ^ ideoque 

du=p{dx-\r~dy) ; 

ex  quo  inteiligitur  quantitatem  p iti  comparatam 
elle  debere  3 Yt  formula 
. ’ dx^^dy 

per  eam  multiplicata  integrabitis  enadat.  Quaera- 
tur ergo  multiplicator  M formulam 
Qrfx  dy 

intc- 
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intcgrabilcm  reddens  ita  vt  fit 
/Me  0.</Ar-f- P 

quam  ergo  furuTtionem  r ipfarum  x u y inueniri 
pofle  affumo  cc  ob 

lubcbimus  ^u— viide  patet  ^ fundlionein  de- 

M Vi  * M vi 

notare  quantitatis  /.  Polito  ergo  , fta- 

tim  erit  u"r:s,  hineque  v~fdxfdxY:i  in  qua 
\traquc  integratione  quantitas  y xt  conftans  fpeda- 
tur.  Quocirca  reluiutio  problematis  ita'  fe  habebit  : 

‘ Pro  formula  dilfercntiali  x-\-  Vdy  quaeratur 
multiplicator  M eam  reddens  integrabilcm. , vt  iit 

et  inuenta  hac  ipnirum  'ar  et  y fundlione  s ^crit 
z-^LC^fdxfdxT -.s-^-e^x  ^\y_-\~e‘'S.:y, 

Scholion.’  . ' ‘ 

• 1 . 

40O.  In  illis  aequationibus  hoc  commodi  vfu 
venit  , vt  fada  lubllitutionc  z~e^v  eiusmodi  in- 
duant formam  , quae  f^ile  porro  ad  fpeciem  fim- 
plicem  in  prima  legione  confideratam  reuocari  queat, 
ctiamfi  enim  diffcrentialia  tertii  gradus  non  fint  de* 
llruAa , tamen  reliqua  membra  illa  e calculo  ex- 
celTcriint , vt  deinceps  noua  fubftitutione 
vti,eiusque  ope  ad  aequationem  differcntialcm  primi 

graduf 
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gradus  peraenire  licuerit.  Vnica  igitur  fubilitutio 
hoc  praeftitura  fuiflet,  fi  fiatim  pofuiflcmus  z~e^Jfudx'. 
Vtiuatn  praecepta  haberentur  , quorum  ope  huius- 
modi  fiibftltutiones  facile  dignofci  poflent ! Interim 
pofiremo  problemate  multo  latius  patente  in  fubfidium 
vocato  $.  aop.  refolui  poterit. 

Problema  67, 

40*7.  Propofita  hac  aequatione  diSerentialt 
tertii  gradus : 

o:r(P+(i)s-(=P+3QX35)+(P+3(iXg)-<i(£) 

-R(l|)  +«R(j%)  -R(^) 

vbi  p > 0.  et  R fint  fiindtiones  quaecunque  datae 
ipfarum  x et  j' , inueftigare  indolem  fun&ionia 

Solutio. 

Eadem  adhibita  fubfiitutione  z—e*v  , qi» 
haftenus  fumus  vfi  , aequatio  propofita  transmutatur 
in  fequentem  : 

o = P(^)-Q,(J4:)-R(ji^) 
vbi  commode  euenit , vt  pofito  ifta  reful- 

tet  aequatio  difierentialis  primi  gradus 
o=P.-Q,(f:)-R(5|) 

vnde  qualis  ip^rum  x et  / fundiio  fit  u eft  inqui- 
rendum. Ponamus  efle 

et  quia  iam  illa  conditio  pnebet 
Panqp-hRj, 

r«4  il/.  A a a fecun- 
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fecundum  artificium  fbpra  f.  209.  vfiirpstfum-  fot» 
memus  hiuc  tres  fequentes-  aequationes 

hdu  — hpdx 

M Pwif  jf— MQ/x/ar-t- M 

quai  in  vnam- fummam  colic&ae  dabunt  r 
L + Pm(  M </x + N//^  ):::^(  ( Lq-M  Q;)</a; -i-N  Q 

+y((L+NR)^0'+MR</3c) 
Tbi  cum  tres  quantitates  L , M et  N ab  arbitrio 
nofiro  peudeaot,  inter  eas  ftatuatut  primo  eiusmodi 
relatio  , vt  binae  partes  pofierioris  membri  coinma.^ 
nem  obtineant  fadorem  , fit  fcilicet : 

L+MQ.:NQp:MR:L+NR.  fcu  L=-MQ.-NR 
et  habebimus : 

-//tf(MQ;l-NR)+P«(M<Ar4-N<^)r:(M9-N/^(R</x-Q^)^ 

Quaeratur  multiplicator  T formulam  Kdx^Qdf 
reddens  integrabilem , vt  fir 

T{Kdx-(ldy)-dSy. 
ex  quo  tam  fundlio  T quam  t yt  cognita  fpedar| 
poterit  et  quia  nunc  habemus : 

-iA<MQ+NR)-fP«(M</a:+N<^)=i(My-Np)^  ftu 

i?  Mdx-t-Nily  ) N p r~  M 9 _ If 

“ M Q.-+-  N K u l M a-H  N R )*  l ' 

Nunc  cum  P,  Q»  R fint  fiindiones  datae  ipfarum 
X et  ^ , probe  notandum  eft  inter  binas  nondum 

defi- 
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'6efiaita$  M et  N femper  eiasmodi  relationem  fla- 
tui poflc  vt  formula  integrationem 

:admittat;  fit  ergo  eius  integrale  =/«;,  ita  tt  fit 


du 

w “ w 


^p-"a  „.</r 


Kccefle  ergo  eft  quantitates  ^ et  f ita  fine  compi- 
latae vt  fiat 


- wp-w?  r=  X ' 

T«lMa-t-NR)  * * 

liiacqac 

iuzzlw~{-f:r. 

Loco/;r  feribamus  /r:x,  vt  prodeat: 
n~wr  :s 


:ac  propterea 

v—fdxfwdxTu-hxAijf-^X:/, 

Confequenter 

zz=.e’‘Jdx{wdxT:s~\-^xA\jf+i^'!£,:y, 


C o r o 1 L I. 

408.  Ad  hanc  ergo  folutionem  cx  ferma 
propofica  flatim  eruendam  , primo  quaeratur  eius- 
modi  fun<flio  iplarum  x ct  y ^ quae  vocetur  s , 
vt  fit 

ds  — ^TiKdx—Qdf) 

Aaa  a - id 


C X ? V t IL’ 


STi 

id  quod  expedietur  multiplicatorem  T inaeftigando , 
quo  formula  diderentialis  Rdx—(^djr  iategrabilis 
reddacor.  'i 

C o r o 1 1.  2. 

409.  Praeterea  vero  quoque  quantitatem  fu  in- 
veftigari  oportet.  In  hunc  finem  inter  quantitates 
M et  N eiusmodi  rationem  indagari  conuenit  vt 
fiat 

/■?(Hdx-u>iiyr — ;.y 

M Q.-+-  N K 

quae  quidem  inuefUgatio  (emper  eft  concedeivk. 

Scholion. 

410.  XTum  fiatim  totum  negotium  eo  fit 
perdudium  vt  fiindio  u ex  hac  aequatione  definiri 
debeat 

fine  ambagibus  , quibus  in  folutione  fum  Tfus  , (b* 
lutio  fequenti  modo  multo  faciliiis'  abfolui  poterit  , 
id  quod  infigne  fupplementum  in  fediionem  pri- 
mam fuppeditat.  Statuatur 

(^“)  = LM  tt  et  (^-^)  = LN« 

erit  primo 

PrrL(MQ-t-NR),  hinc 
‘deinde  ob 

du~dx{’g~)-\-dy{^^)  habebimus 
' >fbi 
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Tbi  M et  N ita  accipi  oportet , Tt  integratio  fuc- 
cedat , quod  cum  iuDumeris  modis  fieri  pofiit , fo- 
lutio  hinc  completa  obtineri  eft  aeftimanda.  Verum 
dum  cafus  integrationis  particularis  confiet , multo 
commodius  inde  folutio  completa  fequenti  ratione 
elicietur.  , Pofito  fcilicct 

div  PCMdX-t-Mdjr) 

M Q,— +■  N R ^ 

ita  yt  Talor  ipfius  w pro  u fumtus  iam  particula- 
riter fatisfeciat , fitque 

Stataimos  pro  ralore  completo  u^viVis , et  fida 
fubftitutione  confequimur ; 

Ptur:r=Q.("^)r:x4-R(-;)r:r 

quae  aequatio  fubito  in  hanc  contrahitur : 

ex  qua  concludimus 

(fj)  = TR  et  (g)=-T(i 
ac  proptcrea 

ds—T{Kdx--<ldy), 

•vndc  patet  hanc  quantitatem  s inueniri  ex  formula 
Kdx  — Qdv  pro  qua  primo  faiftor  T eam  reddens  , 
integrabiicm  quaeri,  tum  vero  cius  intcgrale  pro  r 
Inmi  debet.  Imprimis  igitur  hic  attendatur  , quam 

A a a 3 con- 
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coiiclnnc  eandem  folutioncm  dicere  liceat,  ad  quam 
per  tantas  ambages  perueneramus. 

Problema  6S. 


41 1.  Propofita  hac  ^equaticiae  .didferenttaU 
quarti  gradus : 

M»*  ' ''  dj:’  •' 

fundlionis  z inucntiunem  faltem  ad  xciblutionem  ae*, 
quatiouis  limplicioris  reducere. 


Solutio- 


Haiyc  aequationem  attentius  contemplanti  mox 
patebit  ei  fatisfaccre  huiusmodl  fimpliciorcm' 

hioc  enim  per  y diflcrcntiaudo 


d dz 


I xdy  ‘ 

ac  dcnuo  eodem  modo 
( ^ ) — bf  — 

' d >♦'  V d X dy*  • 

at  ex  ipfa  affumta  per  x differentiata  prodit 


(d  X dy* 

quo  valorc  ibi  indiidlo  colligitur 

quae  forma  cum  propofita  congruit,  dum  fit  bb-aa^ 

quod 
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quod  cum  duplici  modo  euenire  queat 

b —-\-a  et  b—-ay  , , 

poftquam  has  aequatione»  fimpliciores  ,reToluerimus: 
= ° praebeat  s— F 

{ ^ ) + <^(^ )' ~ o'  quae  praebeat  srrz  Q;  ' 
erit  pro  aequatione  propoiita  i 
Z ” P -i-  Q_  y 

et  quia  tam  P quam  Q binas  funAiones  arbitra* 
rias  inuoluit  integrale  hoc  modo  inuentum  qua* 
tuor  eiusmodi  fuadliones  compk(f^tur , idcoque  erit 
completum» 

C o r o 1 L r, 

4ra.  Solutiones  particulares  iuSoitae  facile 
eliciuntur  ponendo' 

fidta  enim  fubftitutione  fieri  necefle  efi 
y*—fjnjiaa  ct  tJLz:-!-  V-. 

Sit  y=ha  erit  ^ integrale  6tis&cieai 

Coro n.  2; 

41  j.  Poni' etiam' poteftr 

8=;e>‘*cor(y'-l-a) , 

Tnde 
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Tode  fit 

/ rr  jx.  fi  fl  « 

▼t  tnte , ita  Tt  alia  forma  integralium  particula- 
rium fit 

z “ ■ cof.  ( X 0 j'  — H a ). 

Huiusmodi  formulae  infinitae  coniunaac  iatcgralc 
completum  quafi  exhaurire  funt  putandae. 

C o r o n.  3. 

’ 414..  Eaedem  folutiones  reperiuntur  ponendo 
generalius  arrXY,  ^nde  fit 

xa<y  — aayddX 

155  a X* . ’ 
qua  aequatione  ita  repraefontata 

d*y  sadilX 

ydy*  ' xdjl*  * 

Ttrumque  membrum  eidem  confianti  aequari  ddxt. 

Scholion. 

415.  Aequatio  autem  ad  quam  totum  nego- 
tiufti  reduximus  _ 

ex  earum  eft  numero,' quae  nullo  modo  in  genere  re- 
folurpofle  videntur,  ita  vt  in  folutiombus  particulari- 
bus acquiefeere  debamus.  Aequatio  autem  propofita  non 
in  mera  Ipeculatione  efi  pofita,  fed  quando  laminarum 

elafii- 
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elaflicaratn  vibrationes  quam  minimae  in  genere  in- 
veftigantur ; ad  hniusmodi  aequationem  quarti  gra- 
dus refoluendam  peruenitur , quae  etiam  cauFa  ell 
quod  haec  quaeftio  , non  perinde  atque  cordarum 
vibrantium  in  genere  adhuc  refolui  potuerit.  Simili 
autem  modo  hic  ile  intelligitur  hanc  aequationem 
quarti  gradus 

reduci  ad  hanc  geminatam  fecundi  gradus 

neque  difficile  eft  alios  cafus  a poderiori  eruere,  vbi 
huiusmodi  reduAio  ad  gradum  inferiorem  locum 
inueniunt. 


m llI.  Bbb  CAPVTIII. 
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® 

CAPVT  III. 

DE 

INTEGRATION  E AEQV  A- 

TIONYM  HOMOGENEARVM  VBl 
SINGVLI  TERMINI  FORMVLAS 
DIFFERENTIALES  EIVSDEM 
GRADVS  CONTINENT. 


Problema  (5p. 

4i5. 

^/\,equationi8  homogcoeae  fecundi  grados  ’ 

A(4^ 

integralem  , feu  indolem  fundtionis  z inuefeigare  , 
denotantibus  litteris  A , B , C quantitates  quascun- 
que conflantes. 

Solutio. 

Hanc  aequationem  yoco  homogeneam  , quia 
formulis  difierentialibus  fecundi  gradus  conflat , ne- 
que praeterea  alias  quantitates  variabiles  inuoluit. 
Ad  hanc  rcfoluendam  obferuo  ei  fatisfacere  huius- 
modi  aequationem  homogeneam  primi  gradus ; 

' hac 
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hac  enim  duplici  modo  per  x et  diflferentiata 

oritur ; 

lam  illa  per  A hac  vero  per  ^ multiplicata  iun- 
«Sim  propoGtam  producent  fi  fuerit 
Aa-+£-— . B fcu 

CL 

Aaa— Btt-4-Czzo  , 

vnde  duplex  valor  pro  a refuliat,  quorum  Tterque 
per  aequationem  affumtam  dabit  partem  fiintSiooia 
quaefitae  z.  Cum  igitur  fit 

erit  ; 

dzzzAdx~i~(djf  — adx){~) , 
patet  (||)  funtSionem  efle  debere  ipfius  y->ax  f 
qua  pofita  zz.r‘:{jf-ax)  erit 
zzzfx+r  :{y-ctx) 

denotante  f conflantem  quamcunque.  Quocirca  ae- 
quationis propofitac  folutio  ita  fe  habebit.  Forme- 
tur primo  aequatio  algebraica  : 

Att«H-Ba-l-C:=:o 

cuius  fadlores  limplices  fiat 
B-ha  et  B-i-p  , 

Bbb  2 ita 
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ha  Tt  iit 

Attw4-B«+CzrA(«+a)(B4-(3) 

tum  integrale  quaefitum  erit 
2=/A'+r:(^-aj;)+ 

vbi  cum  prima  pars  fx  iam  ia  binis  fundiouibus 
indefinitis  contineri  fit  cenlcnda  ob 

— /(  y — g j:  i — f(y  — P X ) 
y— et 

incccinftius  ita  exprimetur 

2 = r:(^-ax)  + A;(/-(3x) 

qund  ob  binas  fundliones  arbitrarias  utique  pro  completo 
eft  habendum:  vnico  cafu  excepto,  quo  eft  p — «. 
Pro  quo  cafu  ftatuamus  ^—a-^da  , et  cum  fit 
A:  {j>-{a+da)x)~A:{y-ax)-xda.A‘:{  y-a.v) 

quia  pars  prior  iam  in  membro  priori  continetur  , 
et  loco  pofierioris  (cribere  licet  x A:{jf—ax)  erit 
pro  cafu  p — a (eu  BB~4AC  integrale 
a.x)-i-ar  A:^— ax). 

C o r o l L r. 

417.  Pro  cafu  pma  manifeflum  eft  integrale 
etiam  hoc  modo  exprimi  poflet: 

snr;(  y—ax)-{-yA:{)i  — ax) 

quae  autem  forma  ab  illa  non  difcrepat 

C o r o 1 1.  2. 

418.  Si  Crro  vt  fit 

hinc- 
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asz 


hiocqac 

Auu~{~BuzzAu(u+-^)  y fit 
a = o et  p=|-, 


et  integrale 

. fimili'  modo  aequationis 


integrale  e(l 

a — r : A : ( C ar — Bj' ). 

G o r o 1 1. ' > 

419.  Porro,  huips  aequationis : , . 

aauu-{-^abu+bb'^d(i{^~\r^} 


cfi  integrale 

z = Ti{ay^bx)-\-xA:Lay-b.x). 

■ I • 

Scholion.  , 

410.  Haram  integralium  forma  nulla  ’ laborat 
difficultate  quamdiu  aequatio 
A«u-^B«-+-Cr;o 

duas  habet  radices  reales  fiue  fint  inaequales  fiue 
Bbb  3 aequa- 
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aequales ; quando  autem  hae  radices  fiunt  imagina' 
riae  vt  fit 

arrjjL-f-vV— X et  |3  = fx  — yVi, 

tum  fundiones  arbitrariae  omni  fere  vfii  deftituun- 
tur.  Etfi  enim  indoles  funftionum  F et  A lineis 
curuis  vtennque  duiJlis  repraefentatui , vt  F:u  et 
A:v  denotent  in  iis  applicatas  ablcififae  v conueni- 
entes  nullo  modo  patet , quomodo  valores 

et  A:(p-qVi) 

exhiberi  debeant , etiamfi  imaginaria  fe  mutuo  tol- 
lant. In  quo  ingens  cernitur  diferimen  inter  fun- 
Aiones  continuas  et  difeontinuas , cum  in  illis  fem- 
per  valores  ita  exprefli 

A:(  p+qy-x)-A:(p-qV-i) 

V-i  ■ : ■ ■ 

rcaliter  exhiberi  queant , id  quod  fi  F et  A Cgni- 
ficent  fundliones  difeontinuas  nullo  modo  fuccedit. 
His  igitur  cafibus  foluiio  generalis  hic  inuenta  ad 
folas  fundlioncs  continuas  reflringenda  videtur,  quan- 
doquidem difeontinuae  applicationi  et  exeeutioni  ad- 
verlaniur. 


• Probic- 


. Digitized  by  Coogle 


C A P V T III. 


383 


, . Problema  yo. 

421.  Fropofita  hac  acquatiuoe  tertii  gradus 
homogenea  : 

eius  integrate  completum  iuuenire. 

Solutio. 

Huic  quoque  aequationi , vti  in  praecedente 
problemate  , fatisftcere  aequationem  differentia  te  m 
fimplicem  primi  gradus , fatis  luculenter  pcrfpki- 
tur , ex  quo  integrate  particulare  talem  habebit 
formam 

* = r : (>  -f-  n a; ) , 

colligantur  hinc  fingnlae  formulae  difftrentiales  ter- 
tii gradus , quae  erunt 

(ay)=+”'r";(>  fn*) : (,+ax) 

quibus  fubflitutis , quoniam  diuifio  per 
T'*>i{y-hnx) 

fuccedit  nafcitur  ida  aequaticrr 
A «* -l- B n* -h  C « -h  D o 

cuius  tres  radices  fi  fuerint  nrra , «rr(3  , n—y  , 
euidens  efi , aequationi  propofitae  fiitisfacere  hanc 
formam 

r:(>+ax)-4-A:Cr+(3.v)+2:(/-l-yA:) 

quae 
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' quae  cum  tres  fundioaes  arbitrarias  compIeAatur , 
dubium  non  e(l , quin  ea  fit  integrale  completum. 
Hoc  tantum  notetur  , fi  duae  radices  fint  aequales 
puta  yrr(3,  integrale  fore; 

a;  r ; ( r + a a-  ' ) + ^ 5 ( y + ^ ) + + (3  ar ) 

fin  autem  adeo  omnes  tres  fuerint  inter  fe  aequa- 
les: y — tum  erit  integrale  quaefitum: 

s— r:(  y+ctx)  fa:  A;(>+aAr)-|-a:a:2;{y+aA:). 

Quodfi  duae  radices  fuerint  imaginariae , eadem 
erunt  tenenda  , quae  modo  ante  funt  obferuata. 

C o r o 1 1.  I. 

+3  3.  Vltimus  cafus ) quo  tres  radices  funt 
aequales , etiam  inde  efi  manifefius , quod  ii  loco 
yariabilium  x et  y binae  nouae 

t -=:.x  et  u —y  ax 

introducantur aequatio  propofita  contrahatur  in 
hanc  formam  (^)-o,  cuius  integrale  manifolio  cft 

s = r : a -1- a;  A : K -i- a:  a;  2 : 

C O r 0 1 1.  2. 

+33.  Hinc  ergo  etiam  intelligitnr  , quomodo 
in  aequationibus  homogcneis  altioris  gradus  fi  ae- 
quationes algcbraicae  inde  formatae  plures  habeant 
radices  aequales , integralia  fatura  fint  comparata. 

Ita 


Digitized  by  Google 


C A P V T III.  1385 


Ita  vt  etiam  tum  neque  cafus  radicum  aequalium 
neque  integraiium  \Ili  difRculiati  Ht  obnoxius. 

^ t • 

Scholion. 

i 

424.  Calus  autem  binarum  radicum  imagina- 
riarum , quibus  fundiones  arbitrariae  nullum  vfum 
habere  videntur,  ratione  fundionum  continuarum, 
quae  (iuisiaciunt , vberiorem  euolutionem  merentur. 
Formulae  autem  cafibus'  in  integrale  ingredien- 
tes  femper  ad  hanc  formam  reduci  po0uat:^ 

r : ?;  ( cof.  CP + V — I . h*.  “J) ) + A ; V ( cof.  (p  - V - 1 . lin.  4).) 

vnde  primum  fi.,  fundlioncs  fiat  poteflates , huius- 
iBodi  valorcs  colliguntur ; ' *■ 

Av"cof.n(p+BD’*fiD.nCl)  feu  A«"cof.(a<p+^Ji5 

quotcunque  enim  huiusmodi  valeres,  conflantes  A,» 
et  a vtciinque  murando  adhiberi  pofTunt.  Deinde 
H fundliones  denotent  logarithmos , prodeunt  tales 
valores  : 

A/tJ-i-Bcp. 


Tertio  fi  fundliones  lint  exponcntiales  , oriuntur  hi: 

cos.  A cf.  ( vfi.  (p)+Bfi. (vQ.<P)j=Ac'^‘’-'‘-^cof(va.(p+a) 

et  generalius 

^ «."cofsCP  . 

i Ae  cof.f . \; 

Plutimae  autem  aliae  huiusmodi  formulae  ex  do- 
jftrLia  limaginariorum  elici  pofTunt,  quae  vtcunque  cum 
-his  combinatae , pro'  parte  integeali  ex  binis  radici- 
Ci-  VsL  ///. / Ccc  bus 
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bus  imaginariis  nata  vfurpari  poterunt , Tnde  in« 
finita  fundionum  multitudo  nafcitur , quae  (blutio- 
nem  completam  mentiri  yidetur , neque  tamen  pro 
completa  perinde  haberi  potefi  , atque  vfu  venit  iis 
cadbus , quibus  omnes  radices  funt  reales.  Hic  au- 
tem obferuetur , nullum  adhuc  problema  mechani- 
cum feu  phyficum  occurrifle , quod  ab  huiusmodi 
cafu  penderet. 

Problema  71. 

42$.  Propofita  huiusmodi  aequatione  homo- 
'genea  gradus  cuiuscunque 

A(^— -l-C(^.^.)+ctc.=0 
tiui  integrale  completum  inuenire. 

Solutio. 

Formetur  hinc  aequatio  algebraica  ordiuis  X 
A +Cti^~’-hetc.zzo 

cuius  radices  numero  X fiat : 

« = P,  «=V» 

quae  fi  omnes  fuerint  inaequales,  integrale  comple- 
tum aequationis  propofitaq  erit 

a:  = r ; ( ^ -f- a * ) 4- /i : ( + P ) -♦- 2 : ( jr -h  V ) 

cic. 

quarum  funAionum  difparium  numerus  erit  —K 
Sin  autem  eucniat , vt  inter  has  radices  duae  {dU‘> 

fcsue 
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resue  rcperiautur  aequales  , fcilicet  ^—a , y—a  , 
tum  fundiones  has  radices  aequales  inuoluentes  re> 
fpe^iue  multiplicari  debent  per  terminos  progreifio* 
nis  geometricae  huius  x , x ^ x'  etc.  vel  huius 
>»  J')  y'  ita  Tt  fundionum  [arbitrariarum  numerus 
non  minuatur.  De  radicibus  autem  imaginariis  per> 
pctuo  ea  funt  notanda  quae  ante  obferuauimus,  nid 
forte  funAiones  arbitrarias  formularum  imagiuaria- 
xum  excludere  nolimus.  ' 

Corel  1.  I. 

42tf.  Ca(u  radicum  aequalium  perinde  eft,  Ttra 
ftrie  geometrica  Ttamur , fiquidem  fundiones  ne- 
que fint  ipfius  X neque  ipfius  y tantnm.  Sin  aiitem 
%ae  fundiones  flierint  Tel‘ipfins  x vel  ipfius  >' tan- 
tum tum  alterius  yariabilis  diuerlae  progreffione 
geometrica  vti  oportet.  ' 

C o r o 1 1.  2, 

427.  Si  in  aequatione  algebraica  termini  ini- 
tiales A , B • C etc  euanefeant,  Tt  radicum  nume- 
rus exponente  X minor  ede  videatur  , tum  radices 
deficientes  pro  infinite  magnis  funt  habendae , quibus 
fundiones  ipfius  x tantum  refpondebunt,  in  integrale 
iotroducend^ 

C O r 0 1 1.  .5. 

428.  Ita  fi  fuerit  A=o  , B=o  et  C=o  , 
tres  radices  a , p , Y in  infinitum  excrefeere  funt 
cenlendae , ex  quibus  naicetur  pars  integralis ; 

^ r:x-4-/A;x-l-/-+-2J:x. 

' Ccc  a Seholion. 
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Scholion. 

429.  Qooniam  haec  pars  calculi  integralis 
vix  excoli  coepit , idcoque  huius  generis  iuucftiga- 
tiones  adhuc  prorliis  funt  reconditae,  de  hac  fc<SIio- 
ne  plura  proferre  non  licet,  ideo^ue  his  partem 
primam  libri  fecundi,  quae  in  inuelligatione  fuAdio- 
num  binarum  variabilium  ex 'data  quadam 'difleren- 
tialinm  relatione  verfatur,  concludere  cogor.  Multo 
autem  pauciora  circa  partem  alteram  huius  libri  in 
xnediurri  afferre  conceditur  , vbi  cilculus^  integralis 
ad  fundliones  trium  variabilium  accommodatur,  hanc> 
que  caufam  ne  operae  quidem  erit  pretium 
iffam  partem  in  fe<lliones  fubdiuiderc  inulto  • minus 
fequentes  partes  attingere.  1 , , ' 

. . • '■( i!'  ■’ 

/ ••7  *S%  * I 4^ 

‘ • * * .-i 
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C A P V T I. 

DE 

FORMVLIS  DIFFERENTIALIBVS 

FVNCTIONVM  TRES- VARIABILES  IN- 
VOLVENTIVM. 


Problema  72. 

430. 

Si  V fit  fan^io  quaecunqne  trinm  qnantitatam 
Tariabilium  x , j et  z , eius  formulas  difie* 
xeutiales  primi  gradus  eihibe^e. 

Solutio. 

Cum  V fit  furftio  trium  Tariabilium  x , j 
et  X , fi  ea  more  folito  difierentietur , tius  di&- 
fcntiale  in  gener:  ita  repcrietur  exprefiliin : 

Tribus 
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> Tribus  fcllicet  id  conflabit  partibus  , quarnm  prima 
pdx  feorfim  inueiiitur  , fi  in  differentiatione  fola 
quantitas  x vt  variabilis  tradetur , binis  reliquis  y 
et  z vt  conflantibus  fpedatis.  Simili  modo  pars 
fecunda  qdy  impetratur  differentiatione  fnndionis  v 
ita  inftituta  vt  fola  quantitas  pro  variabili,  binae 
reliquae  vero  x et  z pro  conflantibus  habeanrtir  , 
quod  idem  de  parte  tertia  rdz  cfl  tenendum  , quae 
eft  diffcrcntiale  ipfiiis  variabilitatis  fijlius  quantita- 
tis z ratione  habita.  Hinc  'patet  , quomodo  per 
differentiationem  quantitates  iftie  p ^ q tt  r feorfim 
fint  inueniendae  , quas  hic  formulas  difierentiales 
primi  gradus  fundionis  v appellabo  , et  ne  notiis 
litteris  in  calculum  introducendis  fit  opus , eas  na- 
turae fuac  cohiienientcr  ita  indicabo:  ^ 

Qiiaelibct  ergo  fundio  v trium  variabilium  x , y 
ct  s tres  habet, formulas  differcntiales  primi  gradus  • 
ita  defignandas 

'dz'*  . ?!  . 

■ , • t ' I* 

in  quarum  qualibet  vnicae  variabilis  ratio  habetor , 
dum  binae  reliquae  vt  conflantes  fpedantur , .«t 
quoniam  diflferenlialia  per  diuifioncm  tolluntur,  hae 
formulae  differenti  ales  ad  claflcm  quantitatum  foii- 
taruin  funt  referendae.^ 

■,  . . '.*■  i'  * . 

, ■ I '.-  •' 

Coroll.  I. 

• . . " ‘ * '1  • ■ I i i 


Digitized  by  Googie 


393 


C A P V T I. 

Coroll.  I. 

431.  Ex  trjbus  formulis  differentialibus  fun> 
£Uonis  V inueotis  eius  differentiale  folito  more  fum- 
tum  ita  conflatur  , vt  fit 

cuius  ergo  formae  Ticiflim  integrale  eft  ipfa  illa 
functio  V , vel  etiam  eadem  quantitate  quacunque 
lluc  auAa  fiue  minuta. 

Coroll.  2. 

432.  Si  trium  variabilium  jr , et  ar  fun- 
ctio V fuerit  data  eius  formulae  di&reutiales  fin- 


iterum  erunt  fundiones  certae  earundem  variabilium 
X 1 J et  z per  diflercntiationem  facile  inueniendae. 

Interim  tamen  euenire  poteft ; vt  vna  pluresue  va- 
riabilium ex  huiusmodi  formulis  diflereutialibus 
prorfus  excedant.*^ 

' Scholion  i. 

433.  Nihil  etiam  impedit,  quominus  quan- 
titas V vt  fundtio  trium  variabilium  a:  , et  z 
rpedlari  poffit , etiamfi  forte  dub  tantum  inuoluat , ' 
dum  fcilicet  ratio  compofitionis  ita  efl  comparata  , « 

irt  tertia  quafi  cafu  exccflerit  ^ quod  co  minus  efl 
VoL  Ul.  ' Ddd  ‘ miran- 
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mirandum , ciim  idem  in  fnnflionibus  tam  vnius 
quam  duariuii  ■\ariabiliiim  eucnire  poliit.  Qiioniam 
enim  fundioiies  vnius  variabilis  commodifliir.e  per 
applicatas  cuiuspiam  lineae  curuae  repraclentari  fo- 
lent , fiquiJem  pro  curuae  natura  applicatae  eius  vt 
certae  fundiones  abfeiffae  x fpedari  poffunt  cafu  quo 
linea  curua  abit  ia  lineam  redam  axi  parallelam  , 
etfi  tum  applicata  quantitati  conflanti  aequatur 
propterea  tamen  ex  illa  idea  generali  , qua  vt  fun- 
dio  abfciflac  x fpedatur , neutiquam  excluditur , 
neque  enim  fi  quaeratur,  qualis  fit  fundio  ipfius  x ? 
incongrue  is  refpondcre  eft  cenfendus , qui  dicat 
hanc  fundionem  y aequari  quantitati  conflanti.  Quod 
deinde  ad  fundiones  binarum  variabilium  x et  > 
attinet , quas  femper  per  interualla  , quibus  fingula 
cuiusdam  fuperficiei  punda  a quopiam  plano  didant, 
repraefentare  licet , dum  binae  variabiles  x et  j/  in 
hoc  plano  accipiuntur , manifeflum  ed  vtique  fu- 
perficiem  ita  comparatam  ede  pofTc,  vt  fundio  illa, 
vel  per  folam  x vel  per  folam  y determinetur. 
Quin  etiam  fi  fuperficies  fuerit  plana  ipfique  illi 
plano  parallela  , fundio  illa  adeo  abit  in  quantita> 
tem  condantem  ^ neque  propterea  minus  tanquam 
fundio  biuarum  variabilium  confiderari  debebit. 
Quamobrem  etiam  quando  tradatio  circa  fundiones 
trium  variabilium  verfatur , in  eo  genere  etiarn 
eiusmodi  fundiones  , quae  tantum  vel  per  binas  vel 
vnicam  trium  variabilium  x , y et  z determinan'' 
tur , vel  adeo  ipfae  funt  quantitates  conflantes. 

Scho- 
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Scholion  2. 

43 +•  In  calculo  4ifierentiali  iam  cft  ofteu* 
fum  , funAionum  plures  variabiles  inuoluentium 
differentialia  iaueniri , fi  vnaquaeque  variabilium 
ftorfim  tanquam  fola  eflet  variabilis  fpedletur,  atque 
omnia  difFerentialia  - inde  nata  in  vnam  fummam 
coniiciantur.  Quodfi  ergo  diflerentiatio  hoc  modo 
infiituptur , fingulae  iftae  operationes , deleto  tan- 
tum difieremiali , praebebunt  formulas  diSerentiales  , 
quas  his  fignis 

(H)  et  (j-:) 

indicamus : fimulque  intelllgitur , quomodo  etiam 
funftionum  quatuor  pluresue  variabiles  inuoluentium 
formulae  differentiales  fint  inueniendae.  C rea  fun- 
ctiones autem  trium  variabilium  x,j>  ct  z exem- 
pla aliquot  fubiungamus  , quibus  earum  ternas  for- 
mulas differentiales  exhibebimus. 

Exemplum  i. 

435.  Si  funCUo  trium  variabilium  Jit 
vrrax-f-(3y-+-yz 

eiut  formulae  diferemialet  ita  fe  habebunt. 

Cum  per  differentiationem  prodeat 
dvrzoLdx-\-^dj  ~\-ydz 
manifeffum  eft  fore : 

D d d 2 ficque 
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ficque  omoes  tres  forraulas  diffcrcntiales  effe  con- 
Ikotcs. 

Exemplum  2. 

43<y.  Si  ftm&io  trium  variabilium^ 

eiut  formulae  differentialet  ita  fe  habebunt. 

Diflfcrcntiatioae  more  folito  ptrada  fit : 

dv — z^dx  + A-V“'  + v .v  V z 

vnde  perfpicuum  elt  fore  formulas  differcntiales : 

(g)=K-zV‘"'z’; 

quae  ergo  fingulae  funt  nouae  fundliones  omnium 
trium  variab  lium  x,y,z  nifi  exponentes  X,jx,  y 
fint  Tcl  nihilo  tel  vnitati  aequales. 

- . Exemplum  5. 

437.  Si  functio  v duas  tantum  inuoluat  varia- 
biles X et  y , tertia  z in  eius  compofitionem  tm  in- 
grediente  , formulae  dfferentiales  ita  fe  habebunt. 

Quia  fundlio  v duas  tantum  variabiles  a:  et  / 
implicat , cius  differentiale  huiusmodi  formam  in- 
duet : 

dv~pdx-\-qdy-\-C)dz 

tertia  fcilicet  parto  ex  variabilitate  ipfius  z orta 
euanefccnte  , vnde  habebimus : 

Corol- 
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Corollari  um. 

438.  Hinc  ergo  Ticiffim  patet,  fi  fuerit  (^)-o 
tum  fore  v funiflionem  quamcunque  binarum  varia* 
bilium  X cty,  quam  in  pofterum  ita  indicabimus 

— r;(AT,^)  denotante  TrCar^)  funiUonera  quam- 
cunque binarum  variabilium  x et 

Scholion. 

439.  Mox  ofiendemus,  quando  fun^io  trium 
variabilium  ex  data  quadam  relatione  leu  conditione 
formularum  differcntialium  inueftiganda  proponitur, 
qualibet  integratione  introduci  ftindlionem  qtiamcun- 
que  arbitrariam  binarum  variabilium,  atque  adeo  in 
hoc  confidere  criterium , quo  haec  pars  calculi  in- 
tegralis  a praecedentibus  didinguitur.  Quemadmo- 
dun>  enim  , dnm  natura  fun<dionum  vnicae  varia- 
bilis ex  data  differcntialium  conditione  inuedigatur , 
in  quo  vniuerfus  liber  primus  ed  occupatus,  per 
quamlibet  integrationem  quantitas  cbndans'  arbitraria 
in  calculum  inuehitur , ita  in  parte  praecedente 
huius  fecundi  libri  vidimus,  fi  funAiones  binarum 
variabilium  ex  data  formularum  differcntialium  re- 
latione inuedigari  debeant , tum  ad  effentiam  huius 
tratdationis  id  pertinere  , quod  qualibet  integratione 
«( n quantitas  condans  fed  adeo  fundio'  vnius  varia- 
bilis proifjs  arbitraria  in  calrulum  introducatur  j etfi 
'enim  plerumque  hae  fundiones  vcluti  r:(aa'+P>') 
ambas  variabiles  x ttj  implicabant,  tamen  ibi  tota 

D d d 3 quan- 
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quantitas  yi  vnica  fpciJlatur  , cuius  fun- 

ftiouetn  quamcunque  illa  formula  T : (aa:-l-(3_y) 
denotat.  Nunc  igitur , vbi  de  functionibus  trium 
variabilium  agitur  probe  notandum  eft,  qualibet  in- 
tegratione fundionem  arbitrariam  duarum  adeo  va- 
riabilium in  calculum  introduci  : ex  quo  fimul  in- 
dolem integrationum , quae  circa  fundliones  ‘plurium 
variabilium  vcrHintur , colligere  licet. 

Problema 

44-0.  Si  fit  V functio  quaecunque  trium  varia- 
bilium X,  y ct  z eius  formulas  difierentiales  fecundi 
altiorumque  graduum  exhibere. 

Solutio. 

Cum  eius  formulae  difierentiales  primi  gradus 
fint  tres 


quaelibet  infiar  nouae  funt^ionis  confiderata  iteri^m 
tres  fuppeditabit  formulas  di£ferentiales,  quae  iuicem  ob 

/ ddv  \ ( \ 

xdyi  ^dydx' 

reducentur  ad  fex  fequentes : 

(4jLy  ^ • fddv  \ , f ddv  \ , / ddv  \ . / dit»  y , / ddv  \ 

^ ' d z*  / ' ' dy  Uz'  ^ 'djci  z * 

ex  quarum  denominatoribus  intelligitur , quaenam 
trium  quantitatum  .v , j , z in  vtraque  diftrentia- 
tione  pro  fola  variabili  haberi  debeat.  Simili  modo 

eui- 


Digitized  by  Googie 


C A ? \ 'T  I,  -» 


H99 

dari 


eiiiikns  c(l  formulas  differ^lialei  tertii  gradus 
dcccm  (eque  tues  : 


i \ . f V N ' 

'll*^  ’ ^ d X U Jr*  ' 

( ‘^LJi  1 • l T>  \ . / d'  V \ . 

\^yz  / y V dy*  ^ X ^ y * d y u X y 

id^  V \ . f d’  p \ . / d’  V \ 

' (i  2 * ' ’ ' (i  s’  J X / ’ V d z dx*  '* 


( 


d»  V _ N 

ixdydz  ' 


1 


• I . > 

Formularum  porro  diffcrcntialium  quarti  gradus  nu- 
merus cli,  1 5 quinti  21  etc.  (ccunduin  numeros  tri- 
angulares , fimulque  cx  cuiusque  forma  perfpicuum 
eff , quoinudo  eius  valor  ex  data  funAione  v per 
repetitam  diflercntiationem , in  qualibet  irnicam  va*. 
riabilem  coadderaodo  elici  > debeat. - 


Coroll.  I. 


4+1.  En  ergo  omnes  formulas  differcntialel 
cuiusque  gradus , quas  ex  qualibet  fundfione  trium 
variabilium  deriuare  licet  per  differentiationem , quae 
porro  vt  fuuftiones  trium  variabilium  Tpeftari 
pofTunt. 

Coroll.  2. 


442,  Quemadmodum  ergo  ex  huiusmodi  fun- 
<5^ione  data  omnes  eius  formulae  diffcrentiales  ope 
calculi  diffcrentialis  inucniuntur^  ita  viciffim  ex  data 
quapiam  formula  diffcrcntiali,  vel  duarum  pluriumue 
relatione  quadam  ope  calculi  integralis  ip.'a  illa  fua- 
dtio  vnde  eae  nalcuntur  , inuefligari  debet. 


Scho- 
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44.3.  Ia  calculo  qaidem  differentiali  panioEi 
refert , vtrum  flmtfUo  difTcreatianda  vaam  plurcsue 
variabiles  iuuoluat,  cnm  praecepta  diflerentiandi  pro 
quouis  variabiliunn  numero  maneaat  eadem  ; quam 
caufam  etiam  calculum  difierentialem  fecundum 
hinc  fundUonum  varietatem  in  diuerfas  partes  di- 
flingui  non  erat  opus.  Longe  fecus  autem  accidit 
in  calculo  intcgrali  , quem  fecundum  hanc  fundtio- 
num  varietatem  omnino  in  partes  diuidi  necefle  eft, 
quippe  quae  partes  tam>  ratione  propriae  indolis  quam 
ratione  praeceptorum  maxime  inter  fc  difcrepant. 
Quemadmodum  igitur  hanc  partem  circa  fun&iones 
trium  variabilium  occupatam  traftari  conueniat,  ex- 
ponendum videtur.  Ac  primo  quidem  ii  cafus  com- 
modiflime  euolucntur  , quibus  vnius  cuiusdam  for- 
mulae differentialis  valor  datur,  ex  quo  indolem 
fundlionis  quaefitae  definiri  oporteat , quoniam  haec 
inueftigatio  nulla  laborat  difficultate.  Deinde  huius- 
modi  quaeftiones  aggrediar,  quibus  relatio  quaepiam 
inter  duas  pluresue  formulas  dificrentiales  proponi- 
tur ^ vbi  quidem  plurimum  refert , cuiusnam  gra- 
dus ea  fuerint , fiquidem  ex  primo  gradu  plures 
cafus  expedire -licet  , dum  ex  altioribus  vix  adhuc 
quicquam  in  medium  afferri  poteft ; hunc  ergo  .or- 
dinem in  ifta  tra^atione  obferuabo. 


Sebo- 
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Schoijon  2. 

444.  Videri  hic  pofTct  ad  fundtioQcs  triam 
Tariabiliiim  definiendas  duas  adeo  conditiones  fcu 
relationes  inter  formulas  'difierentiales  admitti  pofle, 
neqne  vnica  pracfcripta  quaefiionem  eflie  determina> 
tam.  Quodfi  enim  ponatur 

dv—pdx-\-qdy^rdz , 

\bi  litterae  p , ? » r vicem  gerunt  formularum  dif- 
ferentialium  primi  gradus  , atque  verbi  gratia  hae 
duae  proponantur  conditiones  vt  iit 

y n p et  r — p 
ac  propterea 

dv—p{  dx-\-dy~\-dz) , 
manifefium  cft  folutionem  dari  poifo  idlicet 
v=.T'.{x-\‘y~]rz). 

Verum  ad  hanc  obieftionem  refpondeo , in  hoc 
exemplo  cafu  euenire , vt  biaae  conditiones  fimul 
confidere  poifint , altera  enim  parumper  immutata 
vt  manente  q—p  efle  dd>eat  r=pjt  ideoque 

dv=zp{dx-^dy-\-xdz) , 

perfpicunm  ed , nullum  pro  p valorem  exhiberi 
pofle , per  quem  formula  dif&reotialis 

dx-\-dy-\rxdz 

multiplicata  integrabitis  reddatur  , quod  vnicum 
exemplum  didicit  ad  demon dranddm  , duabus  con> 
; Vql;  m,  Eee  ditio- 
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ditionibus  praefcribendis  huiusmodi  quacftion^s  ena* 
derc  plusquam  determinatas , neque  propterea  folu- 
tio  lem  admittere  nifi  certis  cafibus  quibus  quafi  aUera 
conditio  iam  ia  altera  inuoluitur.  Quocirca  femper 
Tnica  relatio  inter  formulas  difierentiales  propofito 
omnino  fufficit  problemati  determinando  , quod  id- 
circo , quia  per  integrationem  fundlio  arbitraria  in* 
dePtnita  ingreditur  , aeque  parum  pro  indeterminato 
eft  habendum  ac  problemata  calculi  integralis  com- 
munis quorum  ioiutio  conflantem  arbitrariam  intro» 
ducit.  i 


CAPVT 
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DE 

INVENTIONE  FVNCTIONVM 

TRIVM  VARIABILIVM  EX  DATO 
CVIVSPIAM  FORMVLAE  DIF- 
' FERENTIALIS  VALORE. 


Problema 

< .4 

445. 

Dato  valorc  cuiuspiam  formulae  diflereDtialis  pri- 
mi gradus,  inuedigare  ipfam  fundlionem  trium 
Tariabilium  , ex  qua  illa  formula  difierentialis  na- 
fcitur. 

Solutio. 

Sit  V funflio  quaefita  trium  variabilium  x , 

jf  et  2 et  S earundem  funftio  data  quaecunque,  cui 
formula  difiercntialis  'debeat  efle  aequalis.  Cum 
igitur  fit  (j^)r:rS,  erit  pofita  fola  quantitate  x 
varibili  binis  reliquis  vero  j'  et^z  vt  conftautibus 
Ipedlatis  dv—Sdx  ideoque  <.j  t 

V— /Siar-f-Confi.  •,  j 

vrbi  notandum  cR  in  integratione  formulae  Srfar  am-^ 
bas  quantitates  ^ et  z pro  confiantibus  haberi  , ec 

£ e e a loco 
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loco  Conji.  funftioncm  qiramcunqae  ipfarum  y z 
fcribi  debere,  ex  quo  fUndio  quaefita  ita  exhiberi 
poterit ; 

v~fSdx-\-T’.{y  et  *) 

hic  fcilicct  T:(^et«)  quantitatem  quamcunqnc  ex 
binis  quantitatibus  j' , et  a Taa  cum  conilantibus 
Ttcunque  conflatam  denotat. 

Simili  modo  fi  proponatur  erit 

v=/S<(r-+-T:(j:ct2) 
et  haec  aequatio  ( =S  integrata  praebet 
v=^JSdz-{-T:{x  etj). 

C o r o 1 1.  I. 

44<J,  Hic  iam  abunde  intelligitur  integratione 
huiusmodi  fundionum  loco  conflantis  introduci  fun- 
dlionem  arbitrariam  duarum  quantitatum  -variabi- 
lium , atque  adeo  in  hoc  charaAerem  harum  inte- 
grationum efle  conftituendum. 

C O r 0 1 1.  2. 

447.  Hic  ergo  iflud  problema  folatum  dedi- 
mus , quo  quaeritur  fun&io  v trium  variabilium 

X yjf  y Zy  Zt  pOfitO 

dvdzpdx-^qdy-\-rdz  , 

fiat  veIp=±S,  Tei  j=S,  vel  rr=S , exiftente  S 

fundtio- 
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fundlione  quacunque  data  easdem  Tariabiles , vcl 
duas  , vel  vnicam  inuoluente. 

Coro  II.  5. 

448.  Quodfi  igitur  ede  debeat  (^i)rro,  (eu 
p — o,  funftio  quae  (ita  erit  v — r;(_yets)»  et  vt 
fiat  (^)— o erit  vi:r:(a:  et «) , tum  vero  vt  fiat 
{^)—Oy  necefie  eft  fit  uirr:(a:  et^-j. 

Scholion  i. 

449.  QitemaJmodnm  in  praecedente  parte 
fuodtones  arbitrariae  vniu»  variabilis  per  applicatas 
curuarum  quarumcunque  fiue  regularium  fiue  etiam 
irregularium  repraefentari  poterant^  ita  in  hac  parte 
fundliones  bitrarum  variabilium  arbitrariae  per  (u- 
perficient  pro  lubitu  deleri ptam  repraefentari  pofiiinr. 
Ita  fi  fuper  plano,  in  quo  binae  coordinatae  x et  y 
more  folito  aflTumuntur  , fuperficies  quaecunque  ex- 
panfa  concipiatur,  tertia  coordinata  diftantiam  cuius- 
vis'fu  perficiet  pundlt  ab  illo  plano  defignans  , fun- 
Aionem  quamcunque  binarum  variabilium  x et  y 
repraefentabit.  Hocque  modo  aptiffime  vera  idea 
huiusmodi  funAionum  conditui  videtur  , cum  ex 
ea  non  (bium  ratio  harum  fundionum  regularium 
fed  etiam  irregularium  perfpiciatur. 

Scliolion  2-  , 

4^0.  Hic  etiam  notari  eonucnk  huiusmodi 
ftindlones  binarum  variabilium  infinitis  diucrfis  mo- 

Ece  3 dis 


Digitized  by  Googie 


C A P V T II. 


40tf 

dis  etiam  dedgnari  pofle.  Variatis  enim  in  plano  me- 
morato binis  coordinatis  x et  y,  in  binas  alias  t et  a, 
vt  fit  t~a.x->r^y  et  u — yx+Sy^  manifefium 
eft  fundlionem  binarum  variabilium  t tt  u feu 
r:(/cta)  conuenire  cum  fundtione  ipfarum  .r  et  _y 
feu  r:(a:ct)');  fi  enim  loco  r et  a illi  valores 
pro  X tty  fiibfiituantur  vtique  prodit  fiin(fiio  duas  tan- 
tum variabiles  A' et  y inuoluens.  Atque  multo  genera- 
lius fi  t aequetur  fundtioni  cuipiam  datae  ipfiirum  x et 
j,  pariterque  a huiusmodi  alii  funflioni,  tum  r:(reta) 
faifia  fubftitutione  abibit  in  fuiidioncm  iplarum  x 
ct  y ita  exprimendam  A:(.i  cty);  non  enim  ne- 
celTe  eft  vt  idem  fundlionis  charader  F rationem 
compofitionis  quafi  denotans  vtrinque  fit  idem  cum 
hic  in  genere  de  fundionibus  quibu^cunque  agatur. 
Quare  fi  in  fequentibus  forte  eiusmodi  fundioues 
occurrant : 

r : {ax+by  et  fxx-\~gyy) , vel  F et  l~)ctc. 

carum  loco  femper  haec  forma  fimplex  F:(a:ct>) 
feribi  poteft. 

Scholion  5. 

451.  Solutionis,  quam  dedimus,  confideratio 
nobis  fuppeditat  fequentes  reflexiones.  Primo  pofito 

dv~pdx~\-qdy-\-rdz 

fi  debeat  efle  pzr(^)— o , fiet 

dv=zqdy-^rdz , 

« 

vnde  patet  v eiusmodi  efle  quantitatem , cuius  dif- 

feren- 
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ferentiale  hanc  habiturum  fit  formam  qdy-\-rdz\ 
quod  fieri  nequit , nifi  quantitas  v fuerit  fundio 
binarum  variabilium  y tt  z tantum  , tertia  x pe- 
nitus exclufaj  et  quia  circa  quantitates  ^ et  r nulla 
conditio  pracfcribitur  , rede  pronunciamus  , loco 
quantitatis  v accipi  pofle  fundionem  quamcunque 
binarum  variabilium  y n z feu  efle  et  2), 

quam  eandem  folutionem  confideratio  formulae  f- to 
fuggeffit.  Deinde  fi  effi  debeat  generalius  (^)zp-S 
denotante  S quantitatem  quamcunque  ex  variabilibus 
ar , ^ , 2 conflatam  , habebimus 

dvz^^dx-^-qdy  -^rdz 

quae  aequatio  ita  refoluitur.  Quaeratur  primo  in- 
tegrale  formulae  ^dx  fola  quantitate  x vt  variabili 
fpedata  , quod  fit  — V haecque  quantitas  per 

omnes  tres  variabiles  differentiata  praebeat 

</V zzSdx-\-Qdy-\-Kdz  y 
ex  quo  cum  fic 

SdxzzdV-Qdy-Kdz  erit 

V-4-(y— Q )</y-f-(r— R)</2  feu 
d.{v~V)=:(q-Q_)dy-\-(r-R)dz  y 

Tnde  vt  ante  patet  quantitatem  C7— V fundibni  cui- 
cunque binarum  variabilium  et  2 , aequari  pofle. 
Quare  ob  \^/SdXy  prodit  vt  ante 

o— /S</x-hr:(j' et  2) ; 

4 J / 

hocque  ratiocinium  , quo  tflbuc  peruenimus  dili- 
genter 
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gcntcr  notari  meretur , cum  etiam  io  parte  prima 
eximium  vfum  praeftare  poflit.  Pxopofiita  enim 
aequatione 

quia  efl: 

et 

erit : 

i-aady) 

fen 

a(f.(U^+m§)=(^x-i^adyKa(^)+{ 
eurus  pofterioris  membri  integtale  manifetto  eft 
F:(a:-f-fl7)  hineque 

quo  vna  _ integratio  abfoluta  cft  cenfenda.  Quare 
cum  fit 

jz=Jx{U)+‘‘A‘4'> 

habebitur 

dz:={il)idx-ady)+adyr^:ix4-aj>). 

Sit  et  Jf— , 

• * i • • f% 

vt  fiat 

dz~pdt’^radjfTh{t-+-Aaj)',<'~ 

pro 
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pro  duabus  variabilibus  r et  ^ hincque 

quia  , . - 

= A:(jf— tfj')  et  r:(/-Hifl/)=r:r:(a;+<y')* 

Problema 

452.  Inueftigare  indolem  functionis  trium 
variabilium  x y j'  y z cuius  formula  quaedam  diflfe- 
rentialis  fecundi  gradus  aequetur  datae  cuipiam  fun> 
dlioni  S. 

'Solutio. 

Denotet  v fiuidiioDem  quaefitam^  et  cooiieius 
fex  dentur  formulae  diderercti^es  fecundi  gradus  ^ 
ponamus  primo  efle  debere  et  int^pca- 

tione  femel  indituta  prodic  . 

(Jl)=/-Srfjr+r:{^ets),  , ' . 

i ' J 

iterumque  integrando  ' 

• v:^fdxfSdx-^xr;iyuz)r^Aiiytiz) 

Vbi  in  formulae  fdxfSdx  dnplici  integratfonc  ’ fofii 
quantitas  x vt  variabilis  fpediatur  , qnemadinodum 
iiun  fupr.1  cft  inculcatum.  Similis  autem  dmmno 
eft'  integratio  aequationum 

(!^)=S  et  ('^)=S. 

Pro  relyiuis  formulis  differentialibus  fecundi  gradus 
“ Fol  ilL  F ff  lufficit 
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fufficit  hanq  vnam(ij^):=S  rcfoluilfe;  quae  primo 
per  iblam  yariabilem  x integrata  dabit; 
{i^)=rSdx-i-f:ijyctz). 

Deinde  altera  integratione  per  folam  variabilem  y 
inllituta  colligitur  ; 

vzxfdyf  Sdx 4-/ dyf:{  / et  a: ) : ( a:  et  2 ) 

vbi  primum  obferuo  partem  primam  nullo  diferi- 
mine  ordinis  inter  binas  variabiles  x et  ^ habito 
. ita  ffSdxdy  expritpi  poflfe.  Deinde  quaecunque 
fuerit  J’{yttz)  fundlio  ipfarum  j»  et  2 , li  'ea  per 
dy  multiplicetur  et,  fpe<51:ata  2 vt  conflante  inte- 
gretur , euidens  efl  denuo  fun<fl;ionem  ipfarum  y et 
X prodire , et  quia  illa  nullo  modo  determinatur , 
etiam  hanc  fore  inde^terminatam  ideoque  arbitrariam, 
vnde  (latuere  poterimus : 

vz=.ff$dxdy->rT 

C o r o 1 L r. 

453.  Hic  obferuo  per' integrationem  formulae 
et  2)  iam  fponte  formulam  A:(xet2)  in- 
vehi ; cum  enim  ibi  fola  quantitas  y vt  variabilis 
fpe^etur , loco  qj^ntitatis  conflantis  per  integratio- 
nem adiiciendae  ^randio  quaecunque  ipfarum  x et  2 
feribi  poterit. 

Coroll. 
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' C o r o 1 1.  2. 

+54,  Qjiodfi  funftio  illa  data  S euanefcat ; 
Tcqueates  integrationes  prouenient:  ^ 

fi.  erit<«c=:arr:{/ei*)4-A:(->>et  a:) 

fi  (^)zro,  erit  vzrj-rrCVct  i:)+ A:(x  et  s)  ■ 

fi  v=rir:(A‘ety)  + A:(a:etj') 

fi  — v = r .'(Aetaty+ArCj^^cta:) 

fi  c = rV(A:e't^)+A;^ 

fi  (d^)=o.».erit  r :(^'ctj'i  + A;(Aet‘«): 

‘Oo  ro'riy"'’3i  ''i.''. 

455,*  Quia  hic. duplici  opus  eft  integratione , 
atque  etiam  duae  fundione^  arbitrariae  Ttraque 
Binarum  Tariabiliiim  in  calculum  fune 'inoedae;  hoc 
certifiimum  eft  criterium^  haec^  iotegraluir  inueota 
eflfc  completa.-  . v;_,  . 

■ ■ ScholioHV'-' • '■■■'"■■ 

455.  Alio  etiam 'modo  liae«  eadem  integra- 
lia  erui  poffuut , qpi  nUit,i|r  priiKipio  fupra  (45*0 
indiato.,  qiiod  fi.  fuerit'  ' ‘ ' - f*‘  - 

‘dv—S(ix-i-qdjf-\^rliizR)tt  — 


v=:/Sdx~hf:(j'et  z). 

\ 

Fff  a 


Secuo* 
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Secundum  hoc  prtocipium  ergo  li  fuerit  (^)rS 


qua  forma  cum  iUa  coUaia  loco  v habemus  (J-*)  et 
loco  f et  r ha»  formulas 

ex  quo  integrale  erit  . 

(p)=fSdx-+-f:(j.^^  ‘ 

Cum  iam  porro  fit 

-«it 

dv:=4xfSdx-f^xf:(y^t.z)-+‘^ij;^]-^rdz{^^) 
Tode  pariter  , manifefto  fequitur : ,, 

. v:=fdx/Sdx-{-xr:{y  et  Ai(y  ^ z). 

Pari  modo  operatio  eft  inftituenda  pro  aequatione 

(.Sxiy  1 • 

d.lp)=:Sdx+dji^)+Mifh)  ■ 

emu^  integrale  eft 
• ■» 

altera' Integratio  iriftituafur  in  hac  forma  ^ . 

d<a‘=dyJSdx-\-^f\U ?«'? 


xnde  6b  ' - 

• , V a w 

/dyf-(^  ctz)=r:(/  etz) 

' y.’l  illi 


w - > 

(^ti* 
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obtinetur  vt  ante ; 

u rr// S </x r : ( ^ et « ) 4- A : ( a:  et  B ). 

Problema 

• 457.  Inuefljgarc  indolem  (utidfcionis  trinm  va- 
riabilium X tj'  et  « , cuLus  qaaedam  formula  diffc- 
rentialis  tertii  gradus  aequetur  datae  coi  piam  quan- 
titati S ex  illis  \ariat»libu$  et  conftantibtts  vtcuoque 
compofitae. 

Solutio. 

Pofita  fundione  quaefita  , percurramus 
non  tam  fingulas  cius  formulas  difforentlales  tertii 
goadns,  qoam  eas  quarum  ratio  «ft  'diaerfa.  ' 

Sit  igitur  primo  (^)zrS,  « prima  inte- 
gratio ftatim  dn 

( ) — / S ar ;( et , 

tnin  vero  altcira 

C^J^)=:f(IxfSdx-{-  'zxT:lyct  «)4- A:(>'  et  b) 
vnde  tandem  colligitur  : 

v^fdxJdxfSdx-\-xxt>{)'ttz)^x.^iiy<t  *) 

, . ; . • ' :■  • 4- £.;(>’ et  B). 

Sk  fedundo  (j|^)=;S  et  binae  priores  integratio. 
ri«  ^t  ante  dant : ‘ ^ 

{*^)^Jdxf  Sdx-^-xT  et  z)+  A:iy  ct  i) 

, 1^’'  O Fff  3 


/ 
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quia  nunc  vt  \idimus  pro  rdyV‘[f  ttz)  (cribere 
licet:  r*.(>'et«)  per  tertiam  integrationem  inac- 
uimus : 

v-J'Sdx*  djf-^-xT  :{y  et  a:)4- A:(>et«)4-2!  :(xetx). 

In  his  autem  duobus  cafibus  omnes  formulae  dtfife- 
rentiales  tertii  gradus,  variabilibus  permutandis, 'con- 
tinentur , fola  excepta  vltima  hac 
idcirco  foorQm  tradtari  oportet : ' 

Sit  igitur  — S et  prima  integratione 

per  folam  variabilem  x inftituta  obtinetur 

nunc  fecundo  integretur  per  folam  variabilem  yj 
ac  reperietur 

(j^)=//'Sdxdy-hr:(y  et  2)+A;(xet*) 
vnde  tandem  tertia  integratio  per  z dabit 

v-/Sdxdydz+r:(yetz)+A:(xetz)+S:(xcty) 

licque  problema  perfede  eft  refolutura.  • _>■ 

C o r o 1 1.  I. 

458.  Quoniam  hic  triplici  opus  erat  integra- 
tione, intcgralia  inuenta  etiam  tres  functiones  arbi- 
trarias complectuntur,  easque  lingulas  binarum  varia- 
bilium , quemadmodum  natura  iotegralium  com- 
pletorum poflulat. 

1 * • . 

■ ' j CoroU.a; 
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C o r o 1 1.  2. 

459.  Si  quantitas  data  S euancfcat , integra- 
lia  haec  fequcnti  modo  fe  habebunt : 

fi  fuerit  erit 

vz::arj;r:(>'  et«)-hA:A;(j' et  et  «) 

fi  fuerit  erit 

v—xF :(jf  et  i?)-h  A:(j'  et  z)-i-2j;(af  et  z) 
fi  fuerit  erit 

c=r:{^  etz)+  A:(z  etz)H-2l:(jeet^). 

Scholion. 

460.  Eadem  integralia  etiam  altera  method* 
fiipra  expofita  inueniri  polTunty  fuperfluumque  fbret 
fingulas  operationes  hic  apponere.  Aeque  parum 
autem  opus  erit  has  inuefiigationes  ad  formulas  dif- 
ferentiales  ahiorum  graduum  profoqui  , cum  lex 
progreiTionis  funAionum  arbitrariarum  fingulas  inte- 
gralium  partes  confiituentium  cum  per  fe  tum  per 
ea  quae  fupra  funt  expofita , latis  fit  manilefia. 
Quare  huic  capiti , quo  vna  quaedam  formula  cUf> 
fercntialis  quantitati  datae  aequari  debet  , plene  efi 
fatisfiuflum.  Antequam  autem  vlterius  progredior 
duos  adhuc  cafus  fatis  late  patentes  proponam  , 
quorum  rcfoluiio  ficile  ad  praecedentes  iam  tradatas 
calculi  intcgraLs  partes  reducitur , quam  propterea 

hic 
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hic  tanquam  coBccfTam;  afliimere  licet , flquidem 
diflicultates  , quae  in  iis  occurrunt , oen  ad.  prae- 
'lins  inftitutum  fiint  referendae. 


Problema  77. 


4^1.  Si  in  relationem  propofitam  ex  qua  na- 
turam fundlionis  trium  ■variabilium  x , et  z de- 
finiri oportet',  aliae  formulae  dilierentiales^  non  in- 
grediantur , uifi  quae  ex  vnica’  tariabili  x oriun- 
tur , quae  funt 


fundtionem  quaefitam  inuefiigare. 

' . . 

Solutio. 

Cum  aequatio  propofitam  continens  relatio- 
nem ajias  formulas  difierentiales  praeter  memoratas 
non  comprel>endiat , in  ea  b>nae  quantitate»  jr  et  z 
pro  confiajit ibus  habentar  , ideoque  eram  in  fingii- 
1 s integrationibus  tanquam  tales  traif^ari  poilunt. 
Hinc  aequatio  profofita  duas  tantum  variabiles  x 
et  V inuoluere  eft  cenienda , et  rciecSis  formularum 
dificrcntialium  vinculis,  habebitur  aequatio  difieren- 
tialis  ad  librum  primum  referenda  in  qua  , fi  sd 
altiores  gradus  exfiirgat  ^ cleircmum  dx  confbns 
lumrum  cft  putandum.  Qnodfi  er^.o  praeceptorum 
ibidem  traditorom  ope  haec  aequario  integrari  queat, 
tnm.  loco  conflantium  per  fingulas  integrationes  io- 

grefla- 
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grefTarDm  Aibdituantur  fundliones  arbitrariae  bina- 
rum variabilium  y ct  z y veliul 

r:(_y  et  s) , A:  (>'  et  3 ) etc.' 

ficquc  habebitur  foliitio  completa  problematis  pro- 
pofiti. 

Coro  II.  I. 

' 45a.  Praeter  plurimos  igitur  integrabilitatis 

cadis  in  libro  I cxpofitbs , etiam  fcqiientes'  aequar 
tiooes  dU&remiales  quamtumuis  alti  gradus  rcfolu- 
tionem  admittent : 

I S=A«+B.v(J-p+Cx'(^)+Di-(JV:)+«c-  : 

i . • I 

Coroll.  2. 

' 453.  Vinculis  enim  abie^lis  ciusmodi  haben-^ 

tur  aequationes  differeiuiales,  quales  in  extremis  ca- 
pitibus libri  I.  integrare 'docuimus.  Tantum  opus 
ed  , vt  loco  condantium  per  integrationes  ingeeffa- 
rum  feribantur  tales  fundliones : 

r;(ycts)^  A:(_yet2);  SrCjyctj;)  etc. 

vt  hoc  paclo  integralia  comjpleta  obtineantur.  . 

Scholion. 

464.  Huc  etiam  referri  poflunt  einsmodi  re- 
lationes propofitae  , in  quibus^  ^rmulae  differentia- 
Fol.  III.  G g g les 
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les  bina  elementa  dx  et  dy  inuolaentes  ita  conti- 
nentur , Yt  hoc  dy  vbique  eundem  habeat  dimendo- 
num  numerum  , cuiusmodi  funt 

’ (j|r3j)etc.  vel 

(ddv\  . \ • f ^ ^ pfr 

V ' d X ^ ^ dx*  a ^ d *>  djr’  ' 

ipfa  autem  tum  quantitas  v nusquam  occurrat.  Si 
enim  tum  pro  priori  cafu  ponatur  (^)  — « , pro 
porteriori  vero  t relatio  ad  cafum  pro- 

blematis  reuocabitur  , alias,  formulas  differeiuiales 
non  continens  praeter 

et  ipfam  forte  fundionem  u.  Qitare  fi  aequationem 
per  praecepta  fupra  tradita  integrare,  in. eque  fun- 
dlionem  u definire  licuerit , tum  reftituendo  loco  u 
vel  (f-^)  vel  vt  fiat  vcl  (^)=S, 

etiam  hinc  per  praecepta  huius  capitis  ipfatundtiov 
determinabitur.  Qum  etiam  hoc  modo  relblui  po- 
terunt aequationes  huiusmodi  tantum  formulas  difie- 
rentiales  complcftentes  : 


( 


^d)<^dz^'^'^  ^dxdy^dz''^  '‘dx'dy>^dz’ 
vbi  omnia  tria  elementa  dx  ^ dy  ^ dz  occurrunt  ^ 

polito  enim  ( « » tota  aequatio  alias  for- 
mulas non  continebit  praeter 
(f:)>  (1-T.)  «c. 

' ■ vna 


(■ 


-.)  etc. 
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vna  cum  ipfa  fundlionc  u , ficque  ad  cafiim  huius 
problematis  erit  refcrenda  ex  cuius  relolutione  Ii 

prodierit  « = S=:{-^pr^",) , exiftentc  iam  S fun- 

^ione  cognita  , inueftigatio  ipGus  fiinftionis  v iam 
nulla  amplius  laborat  difficultate.  Datur  autem  prae- 
terea alius  cafus  ad  libri  II.  par  rem  priorem  redu- 
cibilis  j quem  fequenti  problemate  fum  expediturus. 

Problema  ;^8. 

455.  Si  in  relationem  propofitam  , ex  qua 
trium  variabilium  x , j>  j z fund  onem  v definiri 
oportet , aliae  formulae  difierentiales  non. ingrediun- 
tur , nili  quae  ex  variabilitate  binarum  x et  y tan- 
tum nafeuntur,  tertio  elemento  dz  penitus  exclulb, 
fundionem  v inueftigare. 

. _ Solutio. 

Quoniam  in  aequationem  relbluendam , qua 
lelatio  propofita  continetur , quantitas  z non  vc 
variabilis  ingreditur,  quotcunque  integrationes  fuerint 
inflituendae , in  iis  ita  quantitas  z tanquam  elTct 
conflans  traAari  debet.  Huius  ergo  aequationis  re- 
folutio  ad  partem  praecedentem  ell  referenda  , cum 
fundlio  binarum  tantum  variabilium  x et  ex  for- 
mularum diderentialium  relatione  data  fit  inuelli- 
ganda ; quodfi  itaque  negotium  fucceflerit  et  inte- 
grale  fuerit  inueotum , in  eo  totidem  occurrent 

Ggg  a fim- 
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fundlio.ies  aroitrariae  vnius  variabilis  certo -modo  ex 
X et  y conflatae  , quot  integrationibus  fuerit  opus  ^ 
fit  r:t  huiusmodi  fundio  , vbi  t per  a:  et  y dari 
afliimitur:  ac  nunc  vt  ifta  folutio  ad  praefens  • io- 
ftitutum  accommodetur,  vbi  quantitas  z variabilibus 
annumeratur , loco  cuiusque  fundionis  arbitrariae 
r.t  feribatur  hic  r:(/ets)  fundio  fcilicet  duarum 
variabilium  , ficqne  habebitur  integrale  completum, 

C o r o 1 1.  I. 

4.66.  Si  ergo  hacc  propofita  fuerit  aequatio 
= ■ • 

■quia  in  parte  praecedente  inuenimus  • • 

i;  :±  r : ( a:  4- <7/ ) 4- A : ( -r  - a j ) 

pro  cadi  praefente , quo  v debet  ede  fiindio  trium 
variabilium  x , / et  2 integrale  ita  fe  habebit : 

v— 2)4-A;(x— ctc). 

• i • 

CoroJL  2. 

457.  Hic  fcilicet  meminifle  oportet  formam 
r:(x4-ayet2)  , 

deflgnare  fundiotiem  quamcunqUe  bioltrum  Variabi- 
lium , qujnim  altera  fft  -k\-ay , altera  Vero  -z; 
tnde  ipfam  furadionem  per  applicaram  ad  tertam 
luperficiem  relatam  repraeftnlare  licebit. 

I 

- V Scholion. 
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4^8.  Non  (blum  autetn  aequationes  in  pro* 
blemate  defcriptae  ad  partem'  praecedentem  calculi 
iategralis  reducentur,  (ed  etiam  innumerabiles  aliae  , 
quae  fada  quadam  fubditutionc  ad  eam  formam  re* 
vocantur.  Veluti  d in  aequatione  propollta  aliae 
formulae  difierentiales  non  occurrant,  nifi  in  quibus 
omnibus  vnica  dimeoTio  elementi  dz  reperitur » 
quae  funt : 


tdvy,.  ( ddv  f ddv  f d^v  \.  f 

VtTa  ^ ' Sim  ' dydz  / ’ V <J  x*  dz  ''  'd  xdy  J 


manifeftum  eft  pofito  aequationem  illanv 

in  aliam  transformari , cz  qua  iam  fundlionem  u 
inueftigari  oporteat , eamque  ad  cafum  in  proble- 
mate expodtum  referri,  ^larc  fi  inde  indole*  fiin- 
£Uonis  tf  definiri  potuerit , vt  fit  arrzS , reflat  vt 
haec  aequatio  (j?)=S  refoluatur , vnde  vt  ante 
vidimus , fic 


v:=z/Sdz-hr:(x  etyj. 


Hoc  idem  tenendum  efi,  fi  aequatio  propofiLi  ope 
fubfiitutiouls 


^el  etc. 


ad  cafum  problematis  reduci  queat.  Quin  etiam  per 
fe  efi  perfpicuum  fi  ope  transformationis  cukiscun- 
que,  aequatio  propofita  ad  cafum  problematis  re- 
duci queat ; tales  autem  transformationes  fupra  plu- 
res  expofui , dum  vcl  loco  funtfiitHiis  quacfitac  v 

Ggg  3 alia 
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alia  u introducitur  ponendo  v=Su,  vel  ipfae  varia- 
biles X , z in  alias  p ^ q , r mutantur  , quae 
ad  illas  certam  teneant  rationem  , quod  negotium 
pro  cafu  duarum  variabilium  fupra  fufius  explicaui; 
hocque  ita  perfpicuum  eft,  vt  fimilis  redudlio  ad  hunc 
cafum  trium  variabilium  &cile  accommodari  queat.  Iu 
fequentibus  tamen  forte  eiusmodi  transformationes 
occurrent ; ad  alios  ergo  cafus , vbi  omnis  generis 
formulae  differentiales  occurrunt  progredior  f vix 
vitra  prima  elementa  rem  produdlurus. 


CAPVT 
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4-»3  • 


DE 

RESOLVTIONE  AEQVATIONVM 

DIFFERENTIALIVM  PRlMl  GRADVS.  ' 


Problema'  yp.  . 

4^9- 

Si  pro  fiinftione  v trium  Tariabilium  a? , / , « » 
pofito 

dv—pdx-^qiy^^-rdz 

Aierit 

«p+p^+yr— o ; 
indolem  fnndlionis  v definire. 

Solutio. 

Cum  fit 

ydv—ypdx-\-yqdy~-{a.p-\‘^q^dz  erit 
y dv—p{y  dx—  adz)  -^q{y dy —^dz) 
ideoque  ponendo 

yx—az—t  ct  yy  — ^zxzUj 
habebitur 

ydv—pdt-^qdu 

Tndi 


Tnde  patet  quantitatem  v aequari  futvfiioni  cuicun- 
que binarum  variabilium  t et  » , ita  vt  fit 
V— r:(r  et  u) 

et  refiitutia  valoribus  a^umtis  , 

e=r:(yA-— a^t  Y/— (3s) 

quae  ergo  eft  folutio  problematis , fi  inter  formulas 
diflfcrcntiales  proponatur  haec  conditio  vt  fit 

cuius  itaque  aequationis  integrale  clarius  ita  exhi- 
betur : 


C o r o 1 J.  I. 

4*70.  Euidens  efi  hoc  integrale  etiam  ita  ex- 
primi poffe 


et  •?'  — - ^ 

p-  y) 


quandoquidem  in  genere  Tti  fufva  obferuajiimus  eft 
r:(xet>-)=:  A:(x  ettt) , • • ' 


Cquidem  r et  a vtcunque  per  x ct  determinentur» 


C O r 0 1 1.  2. 

471.  Quin  etiam  affirmare  licet,  conflitutis 
his  tribus  formulis. 

y . y *. 

a * {f  y ^ y K 

quantitatem  v efle  fundionem  quamcunque  trium 
' ' harum 
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harum  formularum;  llquidem  vtiaquaeque  iam  'per 
binas  reliquas  datur,  ac  propterea  v nihilominus 
fiinftioni  duarum  tantum  quantitatum  Tariabilium 
aequatur. 

Problema  8o. 


47a.  Si  pofito 

/ 

dv  =zpdx-\-qdy  ~\~r  dz 

haec  conditio  requiratur  Tt  fit 
px-\-qy-\-rz—nv  fen 

indolem  huius  fundUonis  v inuefiigare. 

Solutio. 


Ex  conditione  praefcripta  capiatur  Talor 
— quo  fubfiituto  fit 

dv-’'^^^-p{dx-’^)+q(dy-~^:)  fen 

dv-'^z=pzd.‘-^qzd>-: 


Quo  primam  membrum  integrabile  reddatur  mul- 
tiplicetur per  -7,  ita  vt  iam  habeamus: 

V pz  X gz  f 

d.-^  = -^d.--h\d>-, 
z'  s“  a s“  s 


Cum  nunc  quantitates  p tt  q non  fint  determinatae 
Vol  III.  • Hhh  quo- 
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qaoatam  in  genere  ex  tali  aequatione 
fequitur 

V = r:(X  et  Y), 
jffo  noftro  cafu  coHigimus  : 

= r : ( - ct  - ) fett 

x’  — ' Z Z ' ' 

w = «T:(*-  et  2.). 

Si  fcilicet  fundtio  quaecunque  binarum  qnantitatnm 
?.  ct  ^ per  e*  feu  etiam  quod  eodem  r^it  per  x* 
vel  y*  multiplicetur  oritur  valor  idoneus  pro  fiin- 
dtkoc  V conditioni  praeferiptae  (atis&ciens. 

C o r o 1 1.  I. 

473.  Perfpicuum  autem  eft  formam  T:(f  et^j 
exprimere  eiusmodt  fundUonem  in  qua  tres  -varia- 
biles  Xtjf  , z -vbique  condituant  nullum  dimenfio- 

' num  numerum  y ac  vicilTim  omnes  huiusraodi  fua- 
diones  in  forma  illa  contineiL 

C O r 0 1 1.  2. 

474.  Multiplicatione  autem  porro  ftda  per  z* 
oritur  fundio  homogenea  trium  variabilium  x^y^Zy 
cuius  dimenfionum  numerus  e(l  =n  j vnde  folutio 
BOlUi  problematis  ita  cnunciari  potell,  vt  quantitas 

quac; 
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4^7. 

qnaefita  v Iit  .#qn«llip,.homogen€t  trium, variabiliam 
X y y tt  z dimeofionum  numero  exiftente  z=.n, 

C o r o 1 1.  5.' 

475'  QuodG  ergo  conditio  praefcripta  fit 

quantitas  v erit  fiindio  homogenea  nullius  dimen- 
fionis  trium  variabilium  ar,  j et  «.  t. 

Scholion. 

475.  Simili  mo^  folutio  fuccedir,  fi  condi- 
tio praefcripta  poftiilet  vt  fit  1. ' 

f apx-\-^qy-\~yrz'=inv  feu  • : 

tum  enim  ob 

^ ■».'P-aJ>x.-rPj2  -fit 

quae  aequatio  fequenti  forma  exhibeatur: 

^ K,d%  ^ fjc.  5^*  ^ o_d_«  \ dy gd_«^  \ 

V z V X » / * 1>  > ^ ' 

ex  qua  concludimus  integrale  primi  membri  ylv-nlz 
aequari  fundtioni  cuicunque  binarum  quantitatum  ^ 

ylx  — alz  et  y/y— (3/s,  ' , ' - 

H h h a et 
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et  logarithmorum  nnmeris  fuouis  fbrc 


V 


Ponamus  et— P— 4 V±={  » Tt  conditio  ptac- 

fcripta  fit 

X.  M-  * 

et  folutio  reducetur  ad  hanc  formam  s 


Quodfi  porro  fcribamiis 

et  fiet 

«=Z*A:(iet  J), 

ideoque  quantitas  quaeflta  v ^ fonAlo  bomogeuea  ^ 
in  qua  tres  variabiles  X > Y et  Z vbique  eundem 
dimeafioouin  numeram  —n  adimplent. 


Problema  8i, 

477.  Si  pofito 
dv—pdx-i-qdjt-\-rdz 
haec  conditio  praeferibatur  vt  fit 
px-\-  yy  -t-  rz—nv-i-St 

exiftente  S fundione  quacimque  data  Ttfiabilivm 
X tj,  z iuuefligare  naiuraan  fundionis*  quaefitae  V. 

Solutio. 
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Solutio. 

, ‘ Cum  coaditio  prsefcrtpta  prad>eic 

Z 


V 


d.-a- 


, _p_  .£,  f .y 


Sit  xzzt&  ctjr—BZy  vt  iam  S fiat  fundi»  trium 
Tan{d>iliumi  t ^ u ct  et  focmula  dif^ireocialis : 
Sdz  . 

"X^  tta  iiKegretur , vt  quanutates  f et  » conltau* 

Z 

tes  habeantur  , qu»  integrali  podu>  V erit 

«— Vz“-|-2T:(|- et^L) 

B-  Z 

vbi  par»  pofierior  figoificat  hmdiooem  hooK^eneairv 
trium  variabitiunv  x f z uuiniero>  ,diroenfionum 
cxillentc  —n,  ' . - . » 

CorolL  ‘r.  • ' ‘‘  ‘ 

478.  S£  S fit  quantitas-  confiao?  zzQ  erit 

^ . B2*’’  . 1 

hJocque  primut»  integrall»  membium  r 

B ’ 

ex  qu»  perfpieuum  c(l  eundem  valorcm  proditurum 
fu.fie  ^ quantitatibus-  x , z inter  fe  permutatis. 


H h h s 


Coroll  2 


I 


\ 
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Coroll.  2. 

479.  Si  S Ht  fundiiio  homogenea  ipiarum  x , 
y,  z dimenfionum  numero  exiftente  — w-,  quia 
tum  pofito  x^zztz  tt  y—uz  fit  SrrMs”  , ita  vt 
M tantum  quantitates  t ct  u inuoluat , ideoque  pro 
conftante  fit  habenda : prodit 


Ms"—*  S 

m — n («r  — «js" 


Ccque  primum  integratis  membrum  erit 


C oro  11.  5.  ' : . 

480.  At  fi  hoc  'cafu  fit  m—n , fit 

V=M/s-i-C  = M/flx  • ■ 

et  primum  integratis  membrum 

— M.z"laz—Slaz.'  ' ' ^ 

Fari'iure  id  autem  erit'.' 

=zSlby  vei  S/fljr, 

id  quod  latis  eft  manifeflum  cum  horum  Talorum 
difierentia  fiat  fiincfUo  homogenea  n dimenfionum  , 
ideoque  in  altero  integratis  membro  contineatur. 

I -1.  • . ' 

Scholion. 

481.  Principium  huius  folutionis  in  hoc  lem- 
mate latillime  patente  continetur , quod  fi  fuerit 

V = S + p</x  4- sr 

't  tbi 
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Vbi  S denotat  fundlioncm  datatn  , P et  Tero 
fuaAiones  indefinitas , futurum  fit 

V=/SiZ-l-r:(Xet  Y) 

at  hic  non  fufficit  indicafic  in  integratione  formulae 
S(/Z  fi^am  quantitatem  Z pro  variabili  haberi,  fcd 
infuper  notari  conuenit  binas  X et  Y tanquam  con- 
ilantes  tranari  debere.  Quare  fi  forte  S fit  propo- 
lita  funftio  aliarum  trium  variabilium  A' , j' , « » 
ex  quibus  hae  X , Y , Z , quarum  ratio  hic  efl 
habenda  , certo  modo  naicantur  , primum  loco  x , 
j> , z ifiae  X , Y ct  Z introduci  debent , vt  fiat  S 
fundio  harum  X , Y et  Z ; tum  vero  demum 
binis  X et  Y pro  confiantibus  folaqac  Z pro  va- 
riabili fumta  integrale| /S</Z  cfi  cipieudum.  Ita 

St/z 

in  cafu  problematis  pro  integrali  » quantitatet 

^ et  ^ vt  conflantes  funt  fpcdlandae , Ibla  z pro 
variabili  fumta  f ex  quo  ia  fundione  S flatui  opoc> 
tet  xziztz  tt  j~uz  t vt  S fiat  fuatflio  ipfarum  Zf 
/ — g-  et  quarum  binae  pofteriores  pro  coo- 

llantibus  funt  habendae.  Hoc  ergo  cafu  infignis  er- 
ror committeretur  , fi  quis  fumta  z variabili  reli- 
quas X et  j vt  conflantes  tradlare  voluerit^  quo- 
niam ambae  x et  j'  etiam  variabilem  z inuoluerc 
funt  ceniendae.  Quod  autem  variabilibus  permuta- 
tis primum  integralis  membrum  idem  refultarc  de- 
beat f vt  fit 


iade  patet « quod  pofito  xn/2  et  dx — tdz  ob  t 
conflantem  fumendam  fiat 

_ S^/x__  Stdz  _2.  . ■ 

^ J ^ f ^ f s!'^'  ’ 

in  vtraque  enim  integratione  rationes  variabilium 
pro  conflantibus  funt  habendae , hincque 
in  redudione  fada  quantitas  rc<^e  vt  con> 

ftant  fpedatur. 

Problema  82. 

4S2.  Si  pofito 
dv^pdx~\-qdy-\-rdz 
haec  conditio  praefcribatur , vt  e&  debeat 
pL-f-?lVH-rN=:o , 

exiflentibus  L , M , N fundioiiibus  datis  refpediue 
variabilium  a: , y et  2 nempe  L ipfius  a* , M 
ipfius  y et  N ipfius  z tantum  , naturam  fundionis 
quaefitac  v definire. 

Solutio. 

Ob  r==±tpl*L-  aequatio  principalis  fit 
dv‘zzp[dx—^'-p)-\-q{dy-'^^)  vel 
dv:=:pL[^-ii)-\-q^\{i^-^^). 

Statuatur 


tt 
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Tt  fiat  * 

dv~p'Ldt-\-q'y[du  ^ 

ct  manifeflum  cft  quantitatem  V aequari  cfeberc  fun- 
ctioni cuiciinque  binarum  variabilium  I et  a , quas 
ita  qunque  defcriberc  licet  , vt  pofitis  formulis  tri- 
bus integralibus  ; et  ; pro  / et  a fumi 

oporte;U  diflerentias  inter  binas  earum. 

Scholion  i. 

. 483.  Solutio  etiam  fucceffiflet , dummodo  ^ 

fuiflet  fundio  ipfarum  x ct  z,  et  ^ iplarum  r et  S 
tantum  ; tum  enim  multiplicatores  P ct  ad  m- 
tcijrationem  apti  quaeri  debinlfcnt  vt  fieret 

V^dx-i^)zzdt  et  <l{dj-l^)^du  , 

et  ob  , 

dv  — *p-\-^  foret 

p • Q, 

vr^r  :(/.et  a). 

Permuta^^dis  vero  variabilibus  x ^ y et  8 etiam  alii 
cafus  relolub  ks  prodeunt  Quando  autem  quanti- 
tates L , M , N aliter  funt  comparatae,  y a n.iu 
pntct  certa  ad  foluiionem  pcrueniendi  , qnae  certe 
haud  parum  abftrufa  ridetur , cum ' pro  hoc  cafu 
falis  fimplici  ’ - ’ 

VoL  ni.  1 i i ^ 
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per  plurcs  ambages  tandem  ad  hanc  perucncrim 
lolutioncm  vt  poGto 

«)*  et  u—{x+y+x){)>~-z)' 

fiat  i;r=r:(t  et  u)  ; 

quoniam  igitur  binae  quantitates  r et  « , quarum 
fundlio  qiiaecunsue  loco  v pofita  coaditioni  fati&fa- 
cit , hoc  ca!u  tantopere  funt  complicatae  generaliter 
inulto  minus  folutionem  expedlarc  licebit. 

Scholion  2. 

484.  Ad  plures  autem  alios  cafus  folutio  ex- 
tendi poteft.  Si  fundliones  datae  L , M , N ita 
fuerint  comparatae,  \t  alias  E,  F,  G,  H reperire 
liceat , quibus  fiat : 

E{dx~^^)+F(dy-^^)=dt  et 
tum  enim  pofito 

p~PE-|-QG  et  y=:PF-}-QH,  fiet 

ybi  p tt  0^  («r.t  fuinfiioncs  indefinitae  loco  p et  f 
introduiftac  , quantitis  v aequabitur  funftioni  cui- 
cunque  binarum  variabilium  t et  u (eu  erit 
. ,V:=?sr:  (r  et  ft  }. 

Totum  ergo  negotium  huc  redit,  vt  pro  datis  fundio- 
nious  L,  M,N  uindliones  et  G,H  inueniantur,q  iod 
qu.dem  lemptr  praellari  poflfe  videtur,  Icd  haec  ipfa 

‘ quae* 
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quaeftio  plerumque  difficilior  euadit  quam  ipfa  propo- 
fita. 'Sufficit  autem  binas  eiusmodi  funfliones  EuF 
indeque  quantitatem  t inueftigaffe ; quia  de  nccps 
permutandis  variabilibus  x , y y z vna  cum  rcfpoa- 
dentibus  funflionibus  L , M , N fponte  idoneus  va- 
lor  pro  u elicitur.  Ita  in  exemplo  ante  allato 

L—y-\-Zy  N = a:-h/ 

pollquam  inuenerimus 

tz={x-\~y-^z)(x-zy  , 
fola  permutatio  ftatim  praebet 
u=ix^j+z){y-~z)' 

Tei  etiam 

u={x-^j^-]-z)(x-yy  , 
perinde  enim  efl,  vtro  valore  vtamur. 

Problema  83. 

485.  Si  pofito 

dv  — pdx-^  qdy-\-rdz 

haec  conditio  praefcribatur  vt  Iit  pqrzztf  naturam 
fundtionis  v inuedigare. 

Solutio. 

Ob  r ^ erit 

dv=:pdx^qdf+p^y 

1 i i & Tode 
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vnde  colligimus 

v-px-\-qy-\-f^  -.f(,xdp-\-ydq- ^ -^) 

qua  transformatione  id  fumus  aflecuti , vt  formula 
integralis  bina  tantum  diflferentialia  dp  et  dq  inuol- 
■vat.  His  igitur  in  locum  principalium  indudlis  , 
concludimus  illam  formulam  integralem  aequari  de- 
bere fuu(^ioni  cuicunque  binarum  variabilium  ^ et 
Sit  S talis  funAio,  vt  fiat 

v-px+qy-j-f^-S, 

et  iam  fupereft  , vt  cum  litterae  p et  in  calculo 
retineantur  aliae  duae  elidentur , id  quod  inde  ell 
petendum  , quod  fit : 

ideoque 

X I et  V—-2— — 

ffi  Tn—\Tqf' 

Nunc  igitur  folutio  ita  fe  habebit.  Introduiftis  his 
ternis  variabilibus  p,  q ct  z fumtaque  binarum 
p et  q fiinftione  qimfcutique  S,  capiatur; 

ac  tum  fundlio  qu.icflta  v ita  definietur  vt  fit 

Vel  fi  malimus  v 'per  ipfas  tres  variabiles  x.y.z 
exprimere  , ex  binis  aequationibus : 


quac- 
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quaerantur  yalores  ipfarum  p ct  y , quibus  in  flin- 
«flionc  S fubflitutis  erit 

ficque  quaefito  erit  fatis&dlum. 

C o r o 1 1.  r. 

48<J.  Si  functio  S fumatur  quantitas  con- 
Hans  C , ob 

PP<I=l-  et  pqq-^y  erit 
hincque 

P'=^^^x  fi® 

v=:5^xyz—C 

qui  cft  yalor  particularis  problemati  fatisfaciens. 

C O r 0 1 1.  2. 

487.  Quoniam  in  conditione  praelcripta 
p}r=.  feu 

tantum  difierentialia  trium  variabilium  a*  , y et  a: 
occurrunt , eas  quantitatibus  conftantibus  quibusuis 
augere  licet , vnde  nafcitur  Iblutio  aliquanto  latius 
patens 

v=3V'(A'4-fl)(j'+^»)(s;4-r)~C. 
lii  3 
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Scholion  i. 


488.  Alius  datur  praeterea  cafus  facilem  euo- 
liuioiicm  admittens  poneado  S zz  2 c V pq  f \ade 
colligitur 


g 

V — C 


) 


ideoque  SzzicV 


Aflequimur  ergo 


V— 3 Vs(Va7— f)* ; 

et  permutandis  variabilibus  fimili  modo  habebimus: 
vzz^Vy(,V xz—b  f et  vzz  aV x(V yz—a)' 

vbi  porro  pro  a;  , y , 3 feribere  licet  x-\-f,  y+g'^ 
z-\-h.  Ceterum  patet  folutionem  ‘generalem  per- 
inde fuccedere ; fi  quantitas  r fundlioni  cnicunque 
ipfarum  p q aequari  debeat  , feu  fi  inter  p^q^r 
aequatio  quaccunque  proponatur. 


Scholion  2. 


489.  Quodfi  enim  polito 
dv-pdx~\~qdy-\-rdz 


inter  binas  formulas 


aequatio  proponatur  quaccunque , quae  difl^rentiata 
praebeat : 

?dp^(^dq^Kdrzz.o ; 

tum 
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tnm  fa<flo 

Szzf  {xdp-\-ydq-^zdr) 
ft  fit 

fumatur  fuu(fi:io  quaecunquc  trium  quantitatum  p , 
q i r , quae  flt  V hnecque  differentiata  praebeat 

dW ~hdp-\-Mdq-{-N  dr  . 

tum  vero  cft 

o—Vudp-{-Qudq-h-Rudr  ‘ 

idcoque 

</V  = (L  +Pa)i/p+(M+Qa)</^4-(N+R«)<fr 

quae  forma  ob  nouam  introduAam  variabilem  u 
latiffimc  patet.  Statuatur  iam  S n;  V , fietque 
xzrL-hPtti^^M+Qtf;  «::zN4-R« 

ita  vt  nunc  praeter  variabiles  p , y , r , quarum 
vna  per  binas  reliquas  datur  , noua  habeatur  u , ex 
quibus  iam  tres  x , y et  ^ ita  deSniuimus  , vt  per 
eas  vicifTim  hae  p , q ^ r zt  u determineutur  , tum 
'Vero  erit 

v=zpX’+-qy~\-rz-V, 

Quare  pro  V fumta  qnacunque  funAione  trium 
quantitatum  p q <,  r , ioter  quas  eiuamudi  conditio 
praeferibitur  , vt  fit 

Vdp-y-^q-\-Rdr  — o , 

rumatur  : 

»^P«+(")i/=Q«+(|-J)j  *=R<h  O 

erit- 

I ' 
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eritque  ; 

quae  lolutio  praeccdjnti  ideo  crt  anteferenda  , quod 
in  lia  c tres  quantitates  p , 9 * r aequaliter  ingre- 
diuntur. 

Problema  84.  , 

490.  Si  pofito 
dv~pdx-\-qdv-\-rdz 
haec  conditio  praeferibatur  vt  cfle  debeat 
naturam  lunftionis  v definire. 

Solutio. 

Ponamus  p — '^  , q~Y'  “ V ’ ^ 

ditionem  praeferiptam  debet  efle  Pt^t<,  — i j tum 
■vero  erit 

‘ dv P d X Q d ■>  I R dz 

V — * ~ J’  . ”*  s 

Statuamus  nunc 

Iv—Wi  Ix—X;  h-Y  i Iz^Z 
et  habebimus  hanc  aequationem 
</V- P</X-f-Qi/y-i-Ri/2 

pro  qua  efle  debet  PQRnri  , qune  quaeftio  fum 
non  diferepet  a problemate  praecedente  , eadem  fo- 
lutio  huc  quoque  facillime  transferetur.  , 

Scho- 
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Scholion. 

491.  Plures  cafiis , quos  forte  in  hoc  capite 
expedire  liceat,  hic  non  cuoluo , cum  quia  \fu8 
noudum  perfpicitur  , tum  vero  imprimis , quoniam 
huius  partis  calculi  integralis  prorlus  a huc  inco- 
gnitae prima  tantum  principia  adu.r.brare  conditui. 
Pro  formulis  autem  differentialibus  alliorum  gra- 
duum, quae  in  conditionem  pracfcrintam  iugre-Jian- 
tur  , vix  quicquam  proferre  licet , praeter  quasdam 
obferuationes  ad  aequationes  homogeneas  pertint-ntes, 
quibus  ergo  hanc  partem  calculi  integralis  fum  fi- 
niturus , fimulque  toti  operi  finem  impofi  eurus.  ' ^ 


'mUL  Kkk  CAPVT 


Digitized  by  Googie 


44» 


© ^?2<- 

C A P V T rv. 

DE 

AEQVATIONVM  DIFFERENTIA- 

LIVM  HOAIOGENEARVM  RESOLVTIONE. 


Problema  85. 


491. 

S'  V aequetur  funftioni  cuicunque  binarum  quan- 
titdtum  / ct  a , ita  per  tres  ▼ariabilcs  ar , 7 et 
z determinatarum  vt  At 

tzzax+^z  et  arryy-h^a 
•ius  formulas  difflrentiaUs  omnium  graduum  inde 
definire.  — - . _ 

Solutio.' 


Cum  V At  fundlio  quantitatum 
tzzax-i  et  uzzyy-^Sz  f 
eius  formulae  diffLrentiales  ex  his  duabus  variabili- 
bus natae  ionotelcent , fcilicet : 


131  ^ ' rti/  » ^ ii* 


)i  L^Ji  «« 


ddv 


hinc  autem  ftatim  colligimus: 


formu- 
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formulas  fcilicct  differentiales  primi  gradus.  Pro 
formulis  autem  difiereotialibus  fecundi  gradus  adi« 
pifeimur : 

r^)=YY(^) 

<jri;)=“v(^.)i  (K^)=«P(^nf-)+“^(TO) 
« (.^)=|3y(J^)+V^(^)- 

Simili  modo  ad  tertium  gradum  afeendimus : 

(airjj)='>‘‘Y(3Ffc)i  (iw)=«YY( in^) 


( 


a»D 


(i^)=P(3Y(lf^r)+»PYi(if^)+Y«(S) 

\nde  facile  patet  quomodo  has  formulas  diScrentia^ 
Ics  ad  altiores  gradus  continuari  oporteat. 

Scholion  i. 

493.  Hoc  problema  fortafle  generalius  con- 
cipi debuiffe  videbitur  , quantitates  f et  a ita  per 

Kklc  a «« 
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tres  variabiles  x , z definiendo , vt  eflet 

et  u::zSx-i-ey+^z 

verum  cum  haec  hypothefis  in  eum  tantum  finem 
fit  fada  , vt  V fieret  fundio  ipfarum  r et  » , eui- 
dens  tum  quoque  v fpedari  poffe  vt  fundionem 
harum  duarum  quantitatum  et  — ^u  et  St  — aUy 
quarum  illa  ab  y haec  vero  ab  .v  erit  libera.  Quo* 
circa  hypothefis  ofiumta  latifiime  patere  efi  cenienda, 
exceptio  tamen  forte  hinc  admittenda  videbitur  , fi 
fuerit  t::zx-\-z  et  u—X  — z quia  hic  ipfius  u va- 
lor  non  continetur  , verum  etiam  hoc  cafu  quanti- 
tas V vt  ftindio  ipfarum  t-\-u  et  r — « fpedata  fiet 
fundio  ipiarum  x et  z qui  cafus  vtique  in  hypo- 
ihefi  continetur,  fumtis  (3=0  et  yz^o. 

Scholion  2. 

404.  Hoc  problema  ideo  praemifi,  quia  alias 
aequationes  difiirentiales  tradare  hic  non  fufiineo  , 
nifi  quibus  eiusmodi  valor  fatisfacit , vt  v aequetur 
fandioni  cuicunque  binarum  nouarum  variabilium 
J et  tt  , quae  ab  principaLbus  x , y , z ita  pen- 
deant , \t  fit  quemadmodum  alTumfi 

t—ax~^^z  et  u~yy-^$z. 

Huiusmudi  autem  ae(;uariones , quibus  hoc  .modo 
fatisfieri  poteft  , elTe  homogeneas , facile  patet , ita 
vt  aequatio  refoluenda  confiet  nonnifi  formulis  dif- 
ferentialihus  eiusdem  gradus  , fingulis  ptr  conftan* 
fes  quantitates  multiplicatis , et  inter  fe  additis , 
r qua 
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qaa  appellatione  aequationum  homogenearum  iam 
in  parte  praecedente  fum  vfus.  Propofita  ergo 
huiusmodi  aequatione  bomogenea , loco  Ungularum 
formularum  differentialium  per  elementa  dy^  dz 
formatarum  fubtlituancur  valores  hic  inuenti  per 
elementa  dt  et  du  formati , et  tum  fingula  mem> 
bra  , quatenus  certam  formulam  differentialcm  ex 
elementis  dt  et  du  natam  completfluntur , (eorfim 
ad  nihilum  redigantur ; indeque  rationes  ct  ^ 
determinentur  { quandoquidem  quaedio  non  tam  circa 
has  ipfas  quantitates  , quam  earum  rationes  verfa- 
tur.  Quoniam  igitur  duae  tantum  res  inuefligationi 
relinquuntur , d pluribus  aequationibus  fuerit  fatis- 
faciendum , eiusmodi  aequationes  homogeneae  hac 
ratione  relolui  nequeunt , nili  cafu  plures  illae  ae* 
aequationes  ad  duas  tantum  reuocentur , id  quod  ia 
lequentibus  clarius  explicabitur. 

Problema  85. 


495.  Propofita  aequatione  homogenea  primi 
gradus : 

inuefiigare  naturam  fundlionis  v trium  variabilium 


Fingatur  cc:r:(/ettt)  exift^nte 

tz::ax-^^z  et  s 

Kkk  3 
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et  faAa  fubftitutiooc  cx  probi,  prieccd.  aeqattio  ao- 
ftra  in  duas  partes  diuidetur : 

quarum  \traquc  feorfim  ad  uihilum  xcdu(^a  praebet 


xude  fit 

t=Cx— A«  ct  a=C>— Baf. 

Quare  aequationis  propofitae  intcgrale  completum 

erit  

c=:r:(Cx  — Aar  et  Cy—^z) 

quod  etiam  concinnius  ita  exhiberi  potefi: 
et  ^-l). 

C o r o 1 1.  I. 

495.  Permutandis  -variabilibus  hoc  integrate 
etiam  ita  exprimi  pofle  euidens  efi 

« i-- e-)  «> 

«=r:(j— f 

quoniam  cft 

k c ! Q > 

\ 

] . Cort^l.  %. 


\ 
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497*  etiam  conftitutis  ex  aeqaatione 

propoGta  his  tribus  formulis : 

i ' 

A B^A  C*B  C 

fundlio  quaecuuque  ex  us  vtcunque  conflata  valorem 
idoneum  pro  v fuppcditabit»  Quoniam  enim  harum 
binarum  formularum  vnaquaeque  efl  differentia  bina- 
rum reliquarum  y talis  fundlio  duas  tantum  varia* 
biles  compledi  e(l  cenfenda.' 

C o r o 1 1.  2* 

: 498.  Perinde  eft  quanam  harum  trium  for- 

marum integralium  vtamur  , quando  autem  binae 
Douae  variabiles  / et  u inter  fe  fuerint  aequales  , 
tum  alia  eft  vtendum.  Vel  uti  G eflet  C — o pri- 
ma forma  «:=:r: («  et  2)  , vt  potefundio  folius  z 
foret  inutilis , et  integrale  completum  effet  futu- 
rum : 

c = T:(  ^ et  *)  fen 

©=:r:(BA  — Aj'  et  «). 

Problema  8/. 


499.  PrupoGn  aequatione  homogenea  fecundi 
gradus : 

cafus 
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caOis  inueftigare , quibus  eius  integralc  hac  forma 
•r:(reta)  exprimi  poteft  exiftentc 
t=zax-\-^z  et  uzzy)'+Sx. 

Solutio. 

Fafta  fubftitutionc  fecundum  formulas  in  probi.  85. 
traditas  aequatio  propoQta  in  tria  membra  iequentla 
refoluetur : 

(J^)(Acta+Cp(3+2Eap) 
(^^)(2C(3^4-2DaY4-2Ea(r  +2F(3yJ 

(-^)(ByY+C^J  + 2Fy^) 
quorum  fingula  feorfim  nihilo  debent  aequari.  At 
primum  praebet 

0 E-4-VfEE— AC) 

a C > 

vltimum  vero 

5 FH- V(  TP—  BC) 

y — C 

qui  valores  in  media , quae  ita  referatur 

ay  ' ' y ' a 

fubflitutl  fuppeditant  hanc  aequationem  : 

EF-CD  = V'(EE-AC)(FF-BC) 

qua  aequatione  conditio  inter  coefficientes  A , B , 
C , D , E , F continetur  , vt  folutio  hic  applicata 
locum  inueuire  poiTit.  Haec  autem  aequatio  euo- 
Itua  dat 

CCDD-aCDEF+BCEE+ACFF-ABCCro 

vnde 
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/- jDEIf  — BEE  — APF  ' 

, ' DD  — *B  » 

quia  fadtor  C per  multiplicatioaem  eft  ingrelTus. 
Quoties  autem  haec  conditio  habet  locum  vt  fit : 

AFF-+-BEE-4-CDDrzABC-+-aDEF 


toties  haec  expreflio  algebraica  ex  'aequatione  pro- 
pofita  formanda 

Axx-^lijy+Czz-i-iDxy+iExz-^-iFyz 
in  duos  adlores  poteft  refolui , neque  ergo  aliis  ca- 
fibus  foiutio  hic  adhibita  locum  habere  poteft.  Qoo 
ergo  hos  cafus  folutiouem  ■ admittentes  rite  euolua- 
mus , ponamus  huius  formae  faiftores  eflc : 
[ax-i-by-^cz){fx-i-gy~\-hz) 

quod  ergo  eueniet , fi  fuerit 

A=:zafi  C=:cb 

zD—ag  + bf i zE—ab-\-cfi  zSzzbb+cg 


vndc  vtique  fit 

A F F— f— B EE  A BC  a DE  F»  • 

* \ . 

Hinc  autem  pro  folutione  colligitur; 
vel  2.  _ nf  vel  2.  — et 

vel  - — — "v^el  r:  ^ 
y e y b 

vbi  obferuari  oportet  pro  fradlionibas  et  -valo- 
res  fibi  fubfcriptos  coniungi  oportere  , iu  vt  fit . j* 
vel  t~cx~itz  et  u—cy — bz 


450 
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Quocirca  pro  hU  cafibus  folutionem  admittentibus 
inicgrale  completum  erit 

vzz  r :{cx-az  et  cj/—bz)-\-A:{hx-fz  et  hy—gz) 
fcu 

t = r ;(f  - J.  ct  f - A :( i.  - f ct  I-). 

C o r o 1 1.  . I. 

' ■ j - • ^ ' 

5oo.  Hoc  ergo  modo  aliae  aequationes  ho- 
mogeneae  (ccundi  gradus  refolui  nequeunt  , nili 
quae  in  hac  forma  continentur  : 

■ ^ ^ + V ) ) 

tum  vero  integrale  completum  crit 

«I--!-)-  _ 

C O r 0 1 1.  ‘ 2.  ' 

' ‘ 501.  Quo  autem  facilius  dignofeatur , vtrum 
aequat  o quaepiam  propofita  : 
A('^)+B(^)+C(^5!S-)+.D(i^)+.E(i^) 
: _ ■ ; . / +.F(S^.)=o 

eo  reduci  poflit  nec  ne  ? formetur  inde  haec  forma 
algebraica 

A Jf  a: + + C a 3 4- 2 D X y + a E a:  2 + 2 Fj' 2 

quae  fi  refolui  patiatur  in  duos  fidiores  rationales  , 
{ax-\-by-\-ez){fx-\-gy-\-bz) 

eius 
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eius  integrale  completum  hinc  ftatlm  exhiberi 
poteft. 

> C o r o M.  '3. 

502.  Vnicus  tantum  cafus  quo  duo  idi  fafto- 
rcs  inter  fe  fiunt  aequales  , exceptionem  poftulat , 
quoniam  tum  binae  fundiones  inucntac  in  vnam 
coalefcerent.  Verum  ex  fuperioribus  colligitur  , fi 
hoc  eueniat  \t  fit  /— « , b—g  et  h — c integrale 
completum  ita  exprimi 

et  j.  - j.)+ «i - 

Scholion  i.  > 

503.  Quibus  ergo  cafibus  aequatio  homogcnca 
fecundi  gradus  refolutionem  admittit  , iis  quoquo 
iu  fe  complebitur  duas  aequationes  homogeneas  primi 
gradus 

quippe  quarum  vtra:jue  illi  fatisfacit,  et  harum  in- 
tegralia  completa  iunbim  fumta  illius  integrale 
completum  fuppeditant.  Hinc  alia  via  aperitur  ae- 
quationum homogeuearum  fecundi  gradus  integralia 
inueniendi  fingendo  aequationem  primi  gradus  ipGs 
iatibf^cicutem  : 

Lll  a tum 
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tum  ex  hac  per  triplicem  diflfercntifttioocm  trci 
nouae  formentur : 

quarum  prima  per  /,  fecunda  per  g et  tertia  per  h 
multiplicatae  et  in  vnam  fummam  colledae , ipfam 
illam  aequationem  generalem  producunt , cuius  in- 
tegrale  fupra  exhibuimus.  Ea  ergo  quali  produdium 
ex  binis  aequationibus  homogeneis  primi  gradus 
' fpedlari  poterit,  ex  quibus  coniundlis  integrale  com- 
pletum formatur. 

Scholion  2. 

$04.  Infinitae  ergo  aequationes  homogeneae 
fecundi  gradus  hic  excluduntur,  quae  hoc  modo 
integrationem  rcfpuunt , feu  ad  aequationes  primi 
. gradus  reduci  nequeunt  \ qui  cafus  exclufi  omnes  ex 
hoc  criterio  agnofeuntur , fi  non  fuerit 

AFF-hBEE-hCDD=rABC-f-aDEF. 

Huius  generis  eft  illa  aequatio  (^)=(4^ ) , quae 
ergo  tale  integrale , cuiusmodi  hic  affumfimus  non 
admittit , neque  etiam  alia  patet  via  eius  integrale 
completum  inuelligandi.  Integralia  autem  particu- 
' laria  fecile  innumera  exhiberi  polfunt,  et  quae,  adeo 
fundlioues  arbitrarias  complediuntur  , fed  tantum 

vnius 
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Tnius  quantitatis  -variabilis , quae  in  praefcnti  infti- 
tuto  nonnifi  integralia  particularia  conftituere  funt 
ccnlendae.  Si  enim  ponatur 

r : ( «ar-h  -1- Y ^ ) 

fada  fubftitutione  fieri  debet  a(3rzYV  , Teu  fumto 
Y=:i  , debet  effe  a(3m  j quare  innumerabiles 
adeo  huiusmodi  formulae  coniun<ftae  fatis^ciunt  vt 
fit 

f>'+s)  etc. 

vbi  pro  tt  , (3  , y , $ etc.  numeros  quoscunque  ac- 
cipere licet , quamuis  autem  infinitae  huiusmodi 
formulae  diuerfae  coniungantur, tamen  intcgrale  non- 
nifi  pro  partiailari  haberi  potefl.  £x  quo  intelli- 
gitur  integrationem  completam  ifiius  aequationis 
maximi  effe  momenti,  methodum- 
que  eo  perueniendi  fines  analyfeos  non  mediocriter 
effe  prolaturam.  Aequationes  autem  homogeneae 
tertii  gradus  multo  maiorem  refiri^ionem  exigunt, 
•vt  integratio  completa  hoc  modo  fuccedat , vti  fe- 
quenti  problemate  offendetur. 

Problema  85. 

505.  Aequationum  homogenearum  tertii  gradus 
eos  cafus  definire  , quibus  integrale  completum  per 
formam  affumtam  exhiberi , feu  ad  formam  aequa- 
tionum homogenearum  primi  gradus  reduci  potefl. 

L 1 1 3 3olutlo. 
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Solutio. 

In  aequatione  homogenea  tertii  gradus  finga* 
tur  contineri  haec  primi  gradus 

quae  vt  fatisfaciac  aequationi  tertii  gradus  : 


A(24?)+B(2^;)+c(24”)+i)(,-|;y+E(^)'l 


d d 2 / ' * ' dy  dz’  J | 

+ K(  ' 


5] 


neccfle  eft  vt  cxpreflio  haec  algebraica  : 

A a’ 4- B/ + C 2' + O A + F a:  A- 2 + H y j' s + K af/ « 

+ Ea'X>'4-Ga'2Z  4-1^22 


fadorem  habeat  ax  -\-by~i-cz , nifi  autem  alter 
fador  denuo  in  duos  (implices  fu  rcfolubilis , ad 
aequationem  homogeneam  fecundi  gradus  referetur  , 
quae  folutioncm  refpuit.  Quare  vt  integratio  com- 
pleta fuccedat  neceffe  eft  , illam  exprelfionem  tribus 
conftare  faftoribus  fimplicibus , qui  fint  “ 

(ax  + bj+cz)ifx 4-gy  + hz){kx  + my n z)  • 


hineque  acquatipnis  generalis  coefficientes  ita  fe  ha- 
bebunt : ' . 

Azzafk  i D~afm{-agk+bfk  ;H~bgn-{-bhm+cgm 
B—bgm  E—agm+bftii+bgk ; l:::.bhn+ign-{-cbm 
Q—chn  ; ?=zafn+ahk-^i'fk  j K—cigni  abm+bfn 
G~ahn +cfn-{- cbk  \ -\-bhk 4 cfm-\-cgk 

ac 
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ac  tum  intcgralc  completum  erit 


I-) 


* ' ri  mu' 

quilibet  fcilicct  fodor  fimplcx  praebet  fiiudioricm 
arbitrariam  duarum  variabilium. 

C o r o 1 1.  I. 

506.  In  qualibet  harum  fundionum  variabi- 
les A*  , ^ , a:  inter  fe  permutare  licct  ; quin  etiam 
quaelibet  quaQ  ex  tribus  variabilibus  contlata  Ipectari 
poteft  , prima  nempe  ex  his 


— 2. 


— - ; et  ^ , 

C ' c a ^ 


fimilique  modo  de  ceteris. 

1 C O r O 1 1.  2. 

507.  Si  duo  fodores  fuerint  aequales  /~a  , 
gzzb  ^ h:^c  quo  cafu  duae  priores  fundiones  in 
vnam  coalefcerent,  earum  loco  feribi  debet 

A-r:(*  -5.  etf  et^  - 'i-}, 

at  fi  omnes  tres  fuerint  aequales , vt  infuper  fit 
k—a  i m—b,  n — c integrale  completum  erit: 

- 1 et  A:(f.  - i « J-  - J.) 

C O r 0 1 1.  3. 

- 508.  Quemadmodum  hic  duas  priores  partes  per 

XATCtA-  multiplicauimuf,  ita  eas  quoque  per  yj  et_y 
item  zz  et  z multiplicare  poflemus  , perinde  enim 
eft  quanam  variabili  hic  vtamur , dum  ne  iit  ea 
quae  forte  Iblst  poli  fignum  lundiouis  occurrit , fei- 

Ikec 
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licet  fi  eflet  <7=:o , et  fundioncs  quantitatum  x et  * 
capi  debeant , tum  multiplicatores  xx  et  x excludi 
deberent. 

Scholion  r. 

509.  Simili  modo  patet  aequationes  homoge- 
neas  quarti  gradus  hac  methodo  refolui  non  poffe  , 
nifi  in  quatuor  eiusmodi  aequationes  fimplices  relolui, 
et  quafi  earum  produfta  fpedtari  queant.  Etfi  enim 
hic  reuera  nulla  refolutio  in  fa(fi'^res  locum  habeat 
tamen  ex  allatis  exemplis  clare  pcrfpicitur  , quem- 
admodum ex  aequatione  difiereutiali  homogenea  cuius- 
cunque gradus  'exprefiio  algebraica  eiusdem  gradus 
ternas  variabiles  .v  , ^ , 2 inuoUiens  debeat  formari; 
quae  fi  in  fadlores  fimplices  formae  a.r-l-iry  + r'2  re- 
folui queat , Gmul  inde  aequationis  difierentialis  in- 
tegrale  completum  facile  exhibebitur  , cum  quilibet 
faftor  funftioncm  duarum  -variabilium  fupp^itet , 
integralis  partem  conflituentem  ; ita  vt  etiam  haec 
pars  feorfim  fumta  aequationi " differentiali  fatisfaciat 
cc  pro  integrali  particulari  haberi  poffit.  At  fi  illa 
exprefiio  algebraica  ita  fuerit  comparata  , vt  favo- 
res quidem  habeat  fimplices  fed  non  tot , quot  di- 
menfiones  , finguli  quidem  integralia  particularia 
praebebunt,  quae  autem  iunftim  fumta  non  integrale 
completum  fuppeditabunt.  Veluti  fi  proponatur  haec 
aequatio  diffcrentialis  tertii  gradus : 

quia  forma  algebraica  axxy+bxyr-^axzz—byzz 
fiiclorem  habet  fimplicem  ax+bj,  illi  vtique  faiis- 
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licict  valor  v=rr:(j- — |-eta!)  pro  integrali  «utem 
completo  adhuc  defunt  duae  funAiones  arbitrariae, 
iotcgrale  completum  huius  aequationis  )-o 

continentes,  ex  t}ua  tjuippe  alter  lador  xy—zz  il- 
lius exprelTionis  nafcitur.  Quoties  ergo  hae  exprelfio- 
nes  algcbraicae  ex  aequationibus  diflerentialibus  ho 
mogeneis  altiorum  graduum  formatae  refolutionem 
in  fei^ores,  etll  uon  hmplices,  admittant;  hinclid- 
tem  difcimus,  quomodo  earum  integratio  ad  aequa«> 
tiones  inferiorum  graduum  reuocari' poflit , quod  ia 
huiusmodi  arduis  iouelligatioaibus  iine  dubio  maximi 
«ft  momentL 

ScTiolion  2. 

5 IO.  Haec  (unt  quae  de  fundiionibus  trium  varia- 
bilium ex  data  quadam  differcntialium  relatione  in- 
velli^andis  proferre  potui,  in  quibus  vtique  nonnifl 
prima  elementa  luiius  Icientiae  continentur,  quoruns 
viter .or  euolutio  fagacitati  Geometrarum  fummo  Au- 
dio efl  commendanda.  Tantum  enim  abeA,  vthae 
fpcculatioues  pru  Acrilibus  iint  habendae  , vt  potius 
pleraque , quae  adliuc  in  Tlieoria  motus  iluidorum 
defulcrantur,  ad  has  Analyfeos  partes  fublimiores  Ant 
referenda;  quarum  propterea  vtilitas  neutiquam  pard 
priori  calculi  integralis  poAponenda  videtur.  vEo  ma- 
gis aurem  hae  partes  poAcriores  excoli  merentur, 
quod  Theoria  iluidorum  adeo  circa  fiiadionesquatuor 
variabil-om  verfetur , quarum  naturam  ex  aequatio* 
nibus  difTerentialibus  fecundi  gradus  inueAigari  oportet, 
quam  partem  ob  penuriam  materiae  ne  attingere 
quidem  voluL  In  liac  autem  Theoria  relolutio  huius 
F9L  IU.  jW  m m aequa- 
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aequationis : 

maximi  eft  momenti,  vbi  litterae  .r,  y,  z ternas  coordi- 
natas,  t vero  tempus  elapfum  exprimunt,  harumquo 
quatuor  variabilium  fundlio  quaeritur,  quae  loco  v lub* 
ftituta  illi  aequationi  (atislaciat.  £x  ba<flenus  autem  al» 
latis  facile  colligitur,  integrale  completum  huius  aequa- 
tionis duas  coinpledli  debere  fundiones  arbitrarias,  qua- 
rum vtraque  (it  fun&to  trium  variabilium,  aliusque  (b- 
lutioncs  omnes  minus  lato  patentes  pro  incompletis 
elTe  habendas.  Facili  autem  negotio  innumeras  (olutio- 
nes  part  culares  exhibere  licet , veluti  fi  ponamus 
vrr.-fav+Pr -f-ys-i-<J/)  reperitur: 
quod  cum  infinitis  modis  fieri  poflit  infinitae  huiusmo- 
di  functiones  a..ditae  valorem  idoneum  pro  v exhibe- 
bunt. Deinde  etiam  fatisfaciunt  ifti  valores 

V ~ r I O i/  (X  x-i-yy 

VtJC*  ~ yy  z ) 

^ r < ' X V I 1 1 — yy  — z z)  ) 

V ( ' I — — zz) 

y t ! ( > ± V(  > f — X X — z z )) 

V.  I l — xx  — zzT)  , 

„ — f ‘(  zjrVUt  — XX  — yy]' 

V (tt  — X x —yy)) 

quorum  quidem  inaeftigatio  iam  eft  difficilior.  Cum 
autem  hae  funtftiones  tantum  fint  vnius  variabilis  inte- 
gralia  maxime  particularia  exhibent;  qnae  adeo  ctiam- 
num  forent  particularia,  fi  pro  v funaiones  binarum 
variabilium  haberentur,  quales  autem  ne  fufpicari  qui- 
dem licet.  Quare  cum  integrale  completam  duas  adeo 
functiones  arbitrarias  trium  variabilium  compleCli  de- 
beat, facile  intcliigitur,  quantopere  adhuc  ab  hoc  fcopo 
fiuius  remoti.  APPEN- 
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CALCVLO  VARIATioNVM 


IN  GENERE, 


i :a. 


i;ij'  1 


« DefinitiQ  i. 


r. 


T^elatio  inter  bina f variabiles  ■ variari  fertur  y fi 
vabr , quo  alt^a  inde  per'  idteram  determina^ 
tur ; incrementa  infinite  p^uo  augeri  'concipiatur , quod 
incrementum  variationem  eius  quantitatis , ctd  adiici- 
tur  y vocamus,  ' ' ' . 

Explicatio.- 

9.  Primunti  ergo  hic  cqnQderatar  relatjo  in- 
ter binas  variabiles x etj'  quaecunque»  aequatione, 
quacunque,  inter  easdem  exprelTa » qua  pro  Ungulis 

M m m 3 valo- 
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valoribus  ipfi  x tributis  valores  ipfius  y conuenien- 
tes  determinentur,  tum  \cro  finguli  valores  ipfius/ 
particulis  infinite  parute  vteunque  augeri  concipiantur, 
ita  vt  hi  valores  variati  a veris,  quos  ex  relatione  pro- 
pofita  fortiuntur  infinite  parum  diferepent,  atque  hoc 
modo  relatio  illa  inter  x et  / variari  dicitur,  fimulqiie 
particulae  illae  infinite  paruae  valoribus  veris  ipfius/ 
adiundlae  appellantur.  Imprimis  autem  hic  notan- 
dum eft  has  f variationes',  tyiibus  finguli  valores 
ipfius  / augeri  "cooci*piuntur  , ' neque  inter  fe  flatui 
aequales  , neque  vllo  modo  a fc  inuicem  pendentes, 
fed  ita  arbitrio  noflro  permitti  , vt  omnes  praeter 
vfca'm/viEl  alltjui^  C^TtfsJva^orifius  ipfiui  / i^efj^nden- 
tes  plane  vt  nullas  fpedlare.  liceat.  , Nulli  fcilicet 
legi  hae  variationes'  idflridlae  funt  concipiendae  , 
neque  relatio  inter  x et /-data  vllam  determinatio- 
nem in  iflas  variationes  infisrre  e(]t  cenfenda , quas 
Tt  prorfus  arbitrarwfe  fj^ftare  oportet. 

Coro  11.  I. 


• 3.  Hinc,  patet  /ariationes  toto  coelo  difl|rre 

a.  di^erentialibus  etiamfi  vtraque  fipt  infinite  parut^ 
ideoque . plane  ^qaoefgant -VMiatip  eniin  afficit  ,eun“. 
dem  . yaloreiri  ipfiqs  / ,,  eidem  .valori  ipfius  x cbn-. 
venientem  , dum  eius  difflrentiale  dj  fimul  fequen- 


tem 


valorem  x+dx  refpicit.' 

o r o 1 1. 


'+;'Sf  e^tiltrii'  ex"rclafibtie^  Inter,  x cf/  pro.po- 
fira 'ipfi' X' cbttuenlat’’ ijpfi  x-+-//x  verd  ' valor' 
ipfius  /‘  conaenietis  ponatur  ^ tum  eff  <//r=y— / 
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it  variatio  ipfius  j neutiquam  pendet  a valore  'fc- 
qnentc  y , quin  potius  vtriquc  y et  pro  lubitu 
fuam  variationem  fcorfim  tribuere  licet. 

Scholion. 

5.  Haec  variationum  idea  qUae  per  (e  tam 
nimis  vaga  quam  fter  Iis  videri  queat » maxime  il- 
ludrabitur  , fi  eius  originem  et  quo  pacto  ad  eam 
eft  peruentum , accuratius  expofuerimus.  Perduxit 
autem  eo  potifiimum  quaefiio  de  curuis  inuenieudls, 
quae  certa  quadam  maximi  minimiue  proprietate 
fint  praeditae,  vnde  ne  rem  in  genere  confiderando 
obfcuritas  offundatur,  problema  contcmplernur,  quo 
linea  curua  quaeritur  , fuper  qua  graue  delabens  c 
dato  pun^o  citiffime  ad  aliud  pundtum  datum  de- 
fccndar.  Atque  hic  quidem  ex  natura  '>rriax-imorum 
ct  minimorum  flatim  conffat , curuam'  ita  debeit 
efle  comparatam,  vt  fi  eius  loco  alia  curua  quaecunque 
infinite  parum  ab  illa  difcrepins  fubffituatur  tempus  dc- 
fecnfus  fuper  ea  idem  prorfus  fit  futurum.  Solutionem 
ergo  ita  iuffitui  oportet,  vt  dum  curua  quaefita  tanquam 
data  fpL(ffatur,  calculus  qnoque  ad  aliam  curuam  infi- 
nite parum  ab  ea  diferepantem  accommo.'etur,  indeque 
dilcrimen  quod  in  temporis  cxprelfionem  redundat, fup- 
putetur  ; tum  enim  hoc  ipfum  . diferinhen" nihilo  ae* 
quale  pofitum  natuvam  curuae  , quaesfitae' dcclar^iC. 
Curuae  autem  iflae  infinite  panim  a quat!fita'difcrei- 
pantes  commodiffime  ita  confidtrantur  , vt  applica-^ 
tae  finguUs  abftifiis  refpoudeutcs  particulis  infinite 
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paruis  vel  augeantur  vd  minuantur , hoc  eft , vt 
variationet  recipere  concipiantur.  Vulgo  quidem 
fufiicit  huiusmodi  vanatioaem  in  .vnica  applicata 
conftituifle  , nihil  autem  impedit , quominus  pluri- 
bus .atque  adeo  .omnibiis  .applicatis  tales  variationes 
aflignentur,  cum  femper  ad  eandem  folutionem  per- 
duci fit  necefle.  Hoc  autem  .modo  non  folum  vis 
methodi  multo  luculentius  illuftratur  fcd  etiam  inde 
folutiones  quaefiionum  'huius  generis  pleniores  obti- 
nentur , vnde  oetiam  quadUones  ad  alias  .conditiones 
fpeftantes  enucleare  licet.  Quam  ob  cautam  omn  no 
iieceflarium  videtur , vt  calculus  .variationum  in  am- 
pliflima  extenCone^  cuius  quidem  ^eft  capax  , per- 
tra^ietur. 

'Definitio  2. 

■6.  Pro  .data  relatione  inter  binar  -variabiles 
quantitates  vtraque  , earum  variari  dicitur^  fi  vtraque 
feorfim  incresnento  irfinite  paruo  augeri  xoncipiatur^ 
vnde  patet  quomodo  inteiligendum  fit  Ji  vtrique  varior 
bili  fua  tribuatur  variatio. 

'Explicato. 

*7.  Si  propofita  fit  aequatio  'quaecunque  inter 
binas  variabiles  x et  y qua  earum  relatio  mutua 
exprimitur , haec  relatio  per  definitionem  duplici 
modo  variari  poteft , altero  quo  manentibus  valo- 
xibus  X , fingulis  y variatio  tribuitur  , altero  vero 
quo  manentibus  valoribus>,  finguli  x variari  .con- 
cipiuntur. Kihil  igitur  prohibet,  quo  minus  vtra- 

que 
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<jtie‘  variabilis  fimul  fuas  variationes  recipere  intel- 
ligarar  , quas  adeo  ita  capere  licet , vt  nullo  plane 
nexu  inter  fe  cohaereant , duplex  ergo  hic  variatio 
confideratur , cum  in  definitione  prima  vnica'  tan- 
tum fit  admifla.  Rem  autem  hic  ita  generaliter 
contemplamur , vt  neutra  variatio  vili  legi  fit  ad- 
flrida  neque  etiam  variationes  ipfius  j vllo  modo 
A variationibus  ipfius  x pendeant.  • ■ ' 

C o r o 1 L 1. 

8.  Ex  cafu  ergo  quo  duplex  variatio  flatul- 
tur  , cafus  prior  tanquam  fpecies  nafcitur , fi  va- 
riationes alterius  variabilis  plane  reiiciantur , vnde 
manifcfium  efi caium  .definitionis  lecundae  in  le 
compledi  caium  primae. 

Coroll.  2. 

9.  Hinc  magis  ■ elucet , quemadmodum  data 

relatio  inter  binas  variabiles  infinitis  modis  variari 
pofiit , finnlque  intelligitur,  quoniam  has  variatio- 
nes nulli  legi  adfir.das  aflumimus  , omnes  omnino 
illius  relationis  variationes  pofiibiles  hac  ratione 
indicari.  ‘ 

Schoiion  i. 

, : f 

10  Variationes  quidem  alterutri  tantum  va- 
riabili indiiAae  iam  omnes  variationes  pofiibiles, 
- quae  in  propofitam  relationem  inter  binas  variabiles 
cadere  prfiunt  , comprehendunt’,  vt  foperfiuom 
VoL  ;//.  N n n videri 
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videri  poiTit  calculum  ad  duplicem  variationem  ac- 
commodari , verum  fi  indolem  rei , vfumque  cui 
deftinatur  , attentius  contemplemur  , duplicis  varia' 
tioais  confideratio  ueutiquam  fuperuacanca  depre- 
hendetur , id  quod  per  Geometriam  euidentifOme 
fequentem  in  modum  illuflrabitur.  Cum  relatio 
quaecunq.ie  inter  binas  variabiles  diditxfliilime  per 
lineam  curuam  in  plano  deferiptam  repraefentetur», 
fit  AYM  linea  curua  , aequatione  inter  coordinatas 
p,g.  I.  AXrra:  et  XY ;z:y  definita  , quae  ergo  datam  il- 
lam relationem  exiiibcat , iam  igitur  quaelibet  li- 
nea curua  alia  Ayjn  ab  illa  infinite  parum  diicre- 
pans  relationem  illam /variatam  repraefentabit , quae 
quomodocuuqiie  fe  habeat ; temper  ita  confiderari 
' potefl,  vt  eidem  abfeiflae  AX=.v  conueaiat  applicata  va- 
riata Xv  exifiente  particula  Xv  eius  variatioue,  quae 
confideratio  quoque  pro  plerisque  circa  maxima  et  mi- 
^nima  prolatis  quaefiipnibus  fhfficit,  vbi  adeo  curua  A M 
^in  nonqnll-.s  tantum  elementis  variari  folet  concipi. 
At  .fi  quaefiio  ita  fit  comparata  vt  inter  omnes 
curuas  , quas  a dato  pundlo.A  ad  datam  quampiam 
.curuam  CD  vsque  ducere  licet,  ea  definiatur  AYM 
cui  maximi  minimiue  proprietas  quaedam  conucniat, 
tum  eadem  proprietas,. in  aliam  quamcunque  curuam 
proximam  Aym  etiam  iri  alio  lineae  CD  pundo  «1 
.-terminatam  aeque  competere  debet , ficque  pro  Vl- 
, timo  curuae  quaefitac,  punfto  M tam  ablcifla  AP 
,.quam  applicata  PM  variationem  recipere  eft  cen- 
. feada  , et  hoiusax>di  quidem  , quae,  naturae  lineae 
1 . r * , . : . CD 
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CD  fit  confentanea.  ^uo  igitur  calculus  ad  .talem 
Tariationem  vltimo  elemento  indudam  accommodari 
queat , omnino  necefle  eft  , vt  pro  fingulis  curuae 
AM  puiuSiis  intermediis  Y generaliflime  tam  ab- 
fciflac  AX  = a'  quam  applicatae  XY— j'  - variatio- 
nes tribuantur  quaecunque,  illiusque  variatio  fiatua- 
tur  particula  Xj;  huius  vero  czxy-XY , ex  quo 
indoles  fimuique  vfus  huiiismodi  duplicis  variationis 
clariflinie  perfpicitur. 

Scholion  2. 

1 1.  Qucmadtnodum  confideratio  vitrmi  pnnfti  cur- 
vae inueftigandae  nobis  hanc  infignem  dilucidationem 
fuppeditauit  ita  etiam  fubinde  Iprimo  pun«5lo  varia- 
tionem tribui  oportet.  Veluti  fi  inter  omnes  lineas, 
quas  a data  quadam  curua  AB  ad  aliam  quandara  Fig.  a. 
itidem  datam  CD  dudas  concipere^ licet  ea  fit  quae- 
renda , quae  maximi  miniroiue  [cuiuspiam  proprie- 
tate fit  praedita,  tum  multo  magis  erit  nec^arium 
tam  fingulis  abfeiflis  AX  quam  applicatis  XY  va- 
riationes quascunque  nulla  lege  adfiridlas  in  calculo 
aflignari,  vt  deinceps  tam  ad  initii  G curuae  quae- 
fitae , quam  eius  finis  M variationem  transferri 
pofiint.  Quanquam  autem  haec  illuftratio  ex  Geo- 
metria eft  deiumta  , tamen  facile  intelligitur,  ideam 
variationum  inde  petitam  multo  latius  patere , at- 
que in  Analyfi  abfoluu  fummo  vfu  non  effe  cari- 
turam.  Celeberrimus  amem  de  h ,Gra^< 
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mus  Geometra  Taurinenfis , cui  primas  fpcculatio- 
iies  de  calculo  variationum  acceptas  referre  debe- 
mus hanc  methodutn  adeo  ingcniofiffime  tranftulit 
ad  lineas  non  continuas  veluti  ad  polygonorum  ge- 
nus referendas  , in  quo  negotio  hae  duplices  varia- 
tiones ipfi  fummam  praeftiterunt  vtilitatem. 

. ; ’ I . 

Definitio  3. 

■ • 

* ' • i ^ * * 

1 2.  Relatio  inter  tres  variabiles  , duabus  ae- 
quationibus determinata  , variari  dicitur  , /i  earum  vel 
vna , vel  duae  , vel  omnes  tres  particulis  hjftnite  par- 
vis augeantur , quae  earum  variationes  appellantur. 

* * t * 

; , . Explicatio.' 

13.  Cum  tres  proponantur  variabiles  quanti- 
tates veluti  X y y et  z , inter  quas  duae  aequationes 
dari  concipiuntur  , ex  vna  quaque  earum  binas  re- 
liquas determinare  licet  y ita  vt  tam  y quam  z tan- 
quam  fundtio  ipGus  x fpedtari  pofGt-  Hoc  autem 
modo  deGniri  folet  linea  curua  non  in  eodem  plano 
deferipta  ^ dum  fingula  eius  pundta  per  has  ternas 
coordinatas  x y y et  « more  folito  afTignantur.  Quodfi 
iam  talis  curua  alia  quacunque  fibi  proxima  comi- 
tetur , vt’ ' diflferentia  fit  infinite  parua  , haec  uoua 
curua  propofitae  erit  variata  , ac  relatio  illa  inter 
ternas  variabiles  x,/,  a variata  eius  naturam  •.ex- 
primere cft  concipienda.  Ex  quo  prout 'bina  pundta 
proxima  alterum  in^ipfa  curua  propofita^  alwrum 
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in  variata  comitante  alTumtum  inter  ie  comparantur, 
fieri  potdl  vt  pro  variata  vcl  omnes  tres  coordina- 
tac  prodeant  diuerfae  , vel  duae  tantum  , vel  faltem 
vnica  harumque  differentiae  a coordinatis  principalis 
curuae  earum  variationes  repraefentabunt ; quas  au- 
tem hic  ita  generali flime  contemplari  conuenit , vt 
ad  omnes  omnino  curuas  proximas  extendantur  , 
fiue  eae  per  totum  tradtum  a curiu  propofita  fue- 
rint diuerfae  , fiue  tantum  in  quibusdam  portioni- 
bus ab  ea  aberrent , ita  vt  etiam  lineae  non  conti- 
nuae dummodo  principali  fint  proximae ; hinc  non 
excludantur.  Neque  enim  hae  curuae  variatae  vili 
continuitatis  iegt  (nne  adliringendae,  vt  omnes  plane 
curuas  pdfiibiles  infinite  parum  a principali  aberran- 
tes in  ie  compledtaiuur. 

Coro  II.  r. 

«4.  Cum  puncto  ergo  quocunque  cumae  pro- 
pofitae  feu  principalis  comparatur  pun<ftum  quod- 
piam curuae  variatae  infinite  pirum  ab  illo  didi- 
tum , et  hineque  coordinatarum  variationes  definiri 
intelliguniur.  ' . 

CoroII.  2. 

15.  Quia  porro  ex  aCTumta  variabili  vna  r, 
binae  reliqu-ae  y ct  z ideoque  pundlum  curuae  pro- 
pofitae  determinatur , etiam  variationes  fingularum 
coordinatarum  tanquam  fuiidtioncs  ipfius  x fpedarc 
licet,  dummodo  earuin  quantitas  vt  infinite  parua 
Ipeiletur. 

N n Q 3 Coroll  3* 
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C o r o 1 1.  ?. 

16.  Tres  ergo  quascunque  fundlioncs  ipfius  .r 
\tcunque  inter  fe  diucrfas  concipere  licet,  quae  pet 
fadlores  infinite  paruos  multiplicatae  idoneae  erunt 
ad  ternas  -variationes  coordinatarum  repra"fcntandas. 
Quod  idem  de  ternis  quibuscunque  -variabilibus  eft 
tenendum  etiamfi  non  ad  geometriam  referantur. 

C O r 0 1 1.  4. 

17.  Simili  quoque  modo  ii  relatio  tantum 
inter  duas  -variabiles  proponatur , earum  -variationes 
tanquam  fundiones  alterius.variabilis  fpedari  poiTunt, 
modo  (inc  infinitae  paruae  , feu  quod  eodem  redit 
per  quantitatem  infinite  paruam  multiplicatae. 

Scholion  i. 

18.  Confideratio  autem  geometrica  maxime 
eft  idonea  ad  has  fpeculationes  illuftrandas , quae  in 
genere  confideratae  nimis  abftradae  atque  etiam  va- 
gae -videri  queant.  Cafus  igitur  trium  variabilium 
quarum  relatio  duabus  aequationibus  definiri  aflumi- 
tur , luculentilfime  per  curuam  non  in  eodem  pla- 
no deftriptam  explicatur  , dum  illis  variabilibus  ter- 
nae coordinatae  defignantur.  Quodfi  enim  de  hu- 
iusmodi  curuis  quaefiio  inftituatur , vt  inter  cas  de- 
finiatur ea  quae  maximi  minimiue  proprietate  qua- 
piam fit  praedita  necefle  eft  vt  eadem  proprietas 
in  omnes  alias  curuas  ab  ea  infinite  parum  aber- 
rantes 
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rantes  aeque  competat , id  quod  ex  Tariationibus 
debite  in  cakuluin  introdudis  elt  diiudicandum.  Cui- 
nam  autem  vftii  (umma  generalitas  in  Tariationibus 
hic  ftabilita  fit  futura  , inde  intelligere  licet,  fi  loco  Fig.  a. 
duarum  curuarum  ABetCD  datae  fint  duae  quae- 
cunque fuperficies  a quarum  ilh  ad  hanc  ciusmodi 
lineam  curuam  duci  oporteat,  quae  maximi  mini- 
miue  quapiam  gaudeat  proprietate.  Tum  enim  ter- 
narum coordinatarum  variationes  ita  generales  coii- 
fiderari  oportet,  vt  curuae  quaefiwe  pundlo  ad  ini- 
tium in  fuperficiem  AB  translato  variationes  ibi 
ad  eandem  fuperficiem  accommodari  poflint , idque 
fimili  modo  in  fine  ad  fuperficiem  CD  fieri  queat. 

Ex  quo  perfpicuum  eft  in  genere  tres  variationes 
in  calculum  introduci  debere  , vt  eas  tam  pro  ini- 
tio quam  pro  fine  curuae  inueftigandae  ad  fuperfi- 
ries  terminatriccs  transferre  liceat , quippe  quarum 
indoles  in  vtroque  termino  relationem  mutuam  in- 
ter variationes  determinabit. 

Scliolion  2. 

rp.  Quemadmodum  hic  tres  variabiles  fumus 
contemplati  quarum  relatio  duabus  aequationibus  de- 
rermirratur  , ita  etiam  calculus  variabilium  ad  qua- 
tuor  pluresue  extendi  poteft  , fiquidem  relatio  per 
tot  aequationes  exprimatur  vt  per  vnicam  variabi- 
lem reliquae  omnes  determinationem  fnam  nanci- 
Icantur  , etiamfi  huius  cafus  ilhiitratio  non  amplius 

ex  ■ 
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cx  Geometria  tribus  tantum  dimenfionibus  iocluGi 
peti  queat ; nifi  forte  tempus  in  fubfidium  vocare 
velimus,  fluuium  continuum  a fuperficie  AB  ad 
fuperficiem  CD  profluentem  fed  temporis  lapfu  iu- 
giter  immutatum  confiderantes  ita  vt  tum  etiam 
temporis  momentum  fit  alCgnandum  quo  quaepiam 
fluuii  vena  a fuperficie  AB  ad  fuperficiem  CD  por- 
reifita  maximi  vd  minimi  proprietate  quadam  fit 
praedita.  Ad  quas  variabiles  fi  iufuper  celeritatis 
mutabilitatem  adiiciamus , haec  maiori  variatioaium 
numero  illuflrando  infertiire  poterunt.  Imprimis 
autem  hinc  intelligitur  , etiamfi  omnes  variabiles 
jper  vnicam  determinari  aflumantur  , rationem  in- 
vefligatiotiis  tamen  ab  ea  vbi  duae  tantum  variabi- 
les  admittuntur,  maxime  diicrepare,  propterea  quod 
fingulis  fuae  variationes  a reliquis  non  pendentes 
tribui  debent;  neque  enim  inde,  quod  inter  varia- 
biles ipfas  certa  quaedam  relatio  agnofeitur , ideo 
quoque  ,earum  variationes  vili  relationi  adflridae 
funt  cenfendae.  Veluti  ex  calu  ante  allato  manife- 
fiuitV  eft  , vbi  curua  inter  binas  fiiperficies  A B et 
CD  porreda  et  certa  maximi  minimiue  proprietate 
praedita  vtique  ita  efi  in  fe  determinata  , vt  fumta 
coordinatarum  vna  binae  rdiquae  determinentur ; 
nihilo  vero  minus  curuae  variatae  omnes  quae  in 
omnes  plagas  ab  illa  dcfltderc  poffunt , pro  fingu- 
lis coordinatis  recipiunt  variationes  neutiquam  a (e 
inuicem  pendentes , folo  initio  ac  fine  excepto , vbi 
ad  datas  fuperficies  accommodari  oportet. 

Defini- 
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Definitio  4. 

30.  Relatio  inter  ternas  variabiles  vniea  ae- 
quatione d^nita  vt  vna  earum  aequetur  funSiioni  bina- 
rum reliquarum  , varian  -dieitur  ^ fi  vel  vna  vel  omnes 
tres  illae  variabiles  particulis  infimte  paruis  augean- 
tur , quae  earum  variationes  vocantur. 

; ' ' Explicatio. 

I 21.  Quouiam  hic  relatio  inter  ternas  variabi* 
les  Tnica  aequatione  definiri  ponitur,  duabus  pro  ar- 
bitrio fumtis  tertia  demum  determinatur  , ita  tc 
pro  fundione  duarum  variabilium  fit  habenda.  £a 
ergo  relatione  non  quaedam  linea  curua  , fi  rem 
ad  figuras  tjransferre  velimus , indicatur , fed  tota 
quaedam  iu perficies  , cuius  natura  aequatione  inter 
'ternas  coordinatas  exprimitur  , ex  quo  intelligitur , 
eadem  relatione  variata  aliam  fupcrficiem  ab  illa 
infinite  parum  difiidentem  repraefentari,  quae  varia- 
tio ita  latifiime  patere  debet , vt  variatio  vel  tan- 
tum ad  quampiam  fuperficiei  portionem  refiringi 
vel  per  totam  extendi  poflit.  Prout,  igitur  cum 
quouis  fuperficiei  datae  punAo  aliud  punAum  fuper- 
ciei  variatae  illi  quidem  proximum  comparatur , 
fieri  potefi  , vt  non-  foluro,  trium  coordinatarum 
vna  fed  etiam  duae  vel  adeo  omnes  tres  •varientur ; 
vnde  quo  tra(^atio>in  omni  amplitudine  infiitiiatur , 
conueniet  fiatim  fingulis  cobrdinatis  fuas  tribui  va- 
riationes , quas  propterea  ita  comparatas  clle  opor- 
- .,yoL  lU.  Ooo  tet, 
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tet , vt  tanquam  fundiones  binarum  variabilium 
fpcdari  poflint , cum  binis  demum  determinatis  fu- 
perficiei  putidum  determinetiir. 

C o r o n.  I. 

a 2,  Si  igitur  tres  variabiles  feu  coordinatae 
fint  X , y ct  z y quemadmodum  ex  relatione  binis 
X et  y pro  lubitu  valores  tribuere  licet  , vnde  * 
valorem  determinatum  obtineat  itidem  variatio 
ipfius  z ab  vtraque  illarum  x etj'  pendere  cenfenda 
ell , quandoquidem  fiue  alterutra  fiue  ambae  mu- 
tentur , alia  variatio  ipfius  z refultarc  debet. 

, Coro II.  2. 

23.  Quod  hic  de  variatione  vnius  z obferua- 
tum  ell  perinde  de  binis  reliquis  e(l  intelligendum  y 
'ira  vt  fingularum  variationes  (int  tanquam  fundio- 
nes  binarum  variabilium  condderandae  ; quoniam 
vero  inter  a:  et  j'  et  2 aequatio  datur,  perinde  eft, 
quarumnam  binarum  fondiones  concipiantur,  quia 
fundio  i piarum  y et  z per  aequationem  ad  fiindio- 
nem  ipfarum  x et  y reuocari  potell , fi  fcilicet  lo- 
co z (uus  valur  per  a:  et  ^ exprefius  fubftituatur. 

r 

Scholion  i. 

, 24.  Hac  variationum  inflitutione  erit  vten- 

dnm,  fi  fuperficies  fuerit  inuefiiganda , quae  maximi 
minimiue  quapiam  proprietate  fit  praedita  , quan- 
^ V.  j . ...  doqui- 
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doqnidem' calculum : tum  ita  inftrui  oportet  vt  ea- 
dem proprietas  jn  fuperficies  illi  proximas  ac  varia- 
tas, aeque  competat.  Deinde; cum  io  curuis  maxi- 
mi  minimiue  propcietatc. praeditis  amborum  termino- 
rum raiiq  praeferibi  foleat,  vt  vel  in  datis  pun&is,  vel 
ad  datas  lineas  euruas  , vel  adeo  fupcrgcies  termi- 
nentur f fimilis  conditio  hic  efl  admittenda , vt  fu- 
perficies  quaerenda  circumquaque  definiatur , vel  da- 
ta quadam  fuperficie  circumicribatur  ^ cuius  po- 
Aerioris  conditionis  vt  ratio,  hajl^eri  pofiit , omnino 
neccfie  efl  i vt  omnibus  tribus  coordiiiatis  variatio- 
nes generalifiimae  a fe  inuicem  qeutiquam  penden- 
tes tribuantur  , quo  eae  deinceps  in  extrema  ora  ad 
mturam  fuperficiei,  ter|n|naotis  accommodari  queant. 
Hic  quidem  fatendum  efi  methodum  maximorum 
et  minimorum  vix  adhuc  ad  buiusmodi  inucfliga- 
tiones  efle  promotam  rantasque  difficultates  hic  oc- 
currere , ad  quas  fuperandas  multo  maiora  Analyr 
feos  incrementa  requiri  videntur.  Verum  obJianc 
ipfam  caufam  eo  magis  erit, enitendum  vt  principia 
huius  methodi  quae  cafculo  variationum  continen- 
tur , folide  fiabiliantur  , fimulque  clare  ad  difiinde 
proponantur. 

, Scholion  2. 

- , 25.  Vix  opus  efle  arbitror  hic  animaduertere, 

iflum  calculum;  dmili  modo  ad  plures  tribus  v.iriar 
biles  amplificari:  pofle  , etiamfi  quaefliones  geome- 
tricae non  amplius  dilucidatiooem  Aippeditent ; ipfa 
enim  Ana^yfis.  non  vti.  Geometria  certt|,  dimiofio; 

. j Ooo  2 mim 
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num  numero  limitari  eft  ccnfcnda.  • Quando  autem 
plurcs  variabiles  confiderantur,  ante 'omnia  perpendi 
conuenit , vtrum  earum  relatio  mutua  vnica  tan- 
tum aequatione  exprimatur  , an  pluribus?  quae  tot 
efle  poflunt,  vt  multiudo  vnitate  tantum  a numero 
variabilium  deficiat , quo  calii  omnfes  tanqiiam  fun> 
dtiones  vnius  fpe(ftare  licet.  Sin  autem  paucioribus 
aequationibus  conflet  relatio  , fingulae  variabiles 
erunt  funftiones  duarum  pluriumuc  variabilium  , et 
quolibet  quoque  cafu  variationes'  fingulis  tributae 
tanquam  fundiones  totidem  variabilium  tradari  de- 
bent , fiquidem  hunc  calculum  generaliffime  expe- 
dire velimus.  > • 

Definitio  5.  • 

i6.  CakvJui  variationum  eji  methodus  inueniendi 
variationem , quam  recipit  exprejfio  ex  quotcunque  va- 
riabibbus  vtcunque  cordata  , dum  variabilibus  vel 
omnibus  vel  aliquibus  variationes  tribuuntur. 

Explicatio. 

27.  In  hac  definitione  nulla  fit  mentio  re- 
lationis, quam  hadenus  inter  variabiles  diri  afTum- 
fimus  , cum  enim  hic  calculus  potifljmum  in  hac 
ip&  relatione  inuefliganda  fit  occupatus quae  fcili- 
cet  maximi  minimiue  proprietate  fit  praedita  quam- 
diu  ca  adhuc  efl  incognita  , eius  rationem  in  cal- 
culo neutiquam  habere  licet , (ed  potius  eum  ita 
cradari  conuenit,  quali  variabiles ' nulla  plane  rela- 
• ' tione 
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tione  inter  fe  elTcnt  connexe.  Calculum  igitur  iu 
jnftrui  conuenit , vt  fi  fingulis  -variabilibus , quae 
in  calculum  ingrediuntur' , variationes  ' tribuantur 
quaecunque  omnis  generis  e^prelTionum  , quae 
-vtcunque  ex  iis  fuerint  conflatae,  variationes  iude 
oriundae  inueflignri  doceantur , quibus  dn  genero 
inuentis  tum  demum  eiusmodi  quaefliones  euolucn- 
dae  occurrunt  , qualem  relationem  inter  variabiles 
ilatui  oporteat  vt  variatio  illa  inuenta  tit  vel  nul- 
la , vti  in  inueftigatione  maximorum  fcu  minimo- 
rum vfu  venit , vel  alio  certo  quodam  modo  fit 
comparata,  prout  natura  quaedionum  exegerit.  Hoc 
modo  fi  idius  calculi  praecepta  tradantur  , nihil 
impedit  , quo  minus  etiam  eiusmodi ' quaefliones 
tradlentur  , in  quibus 'flatim  relatio  quaedam  inter 
variabiles 'tanquam  data  afTumitur  ac  certae  cuiusdam 
expreflionis  ex  iis  formatae  variatio  ex  variabilium 
variationibus  nata  defideratur.  Ex  quo  intcliigitur , 
hunc  calculum  ad  quaefliones  plurimas  dluerfiirimi 
generis  accommodari  pofle. 

Coroll.  I. 

28.  Quaefliones  ergo  in  hoc  calculo  tranan- 
dae huc  redeunt,  vt  propofita  expreffionc  quacunque 
cx  quotcunque  variabilibus ' vtcunque  conflata,  cius 
incrementum  definiatur , fi  fingulae  variabiles  fuis 
variationibus  augeantur. 

O 00  3 Coroll.  t. 
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^ ' C o r o 1 1.  2:  ’ - 

. • ’ , • * • 

29.  Similis  igitur,  omnino  cft  calculus  , fariar, 

tionum  calculo  differentiali,  dum  in  vtroquc  faria- 
bilibus  incrementa  .infinite  parua  tribuuntur.  i Quate- 
nus autem  vti  < iam  obieruaiiimus , variatitxies  a 
differentialibus  dilcrepant , adcoqiie  fimul  cum  ii| 
confidere  pedunt,  eatenus  lummum  dilcrimen  inter 
Ttrumque  calculum  cQ  agnolcendum.  •.)  ,1. 

Scholion.'-  . 

I 

30.  Hx  obreruationibus  fupra  allatis  diferimen 
hoc  maxime  fit  manifedum  , \bi  enim  calculus  re- 
fertur ad  lineam  curuam , quam  cum  [alia  fibi 
proxima  comparari ' oprtet,,  per  diflfereiuialia^  a 
pun(do  quouis  curuae  ad  alia  pundla  eiusdem  curuae 
progredimur  , quando  aurem  ab  hac  curua  ad  alte- 
ram fibi  proximam  tranfilimus , tranfitus  quatenus 
cd  infinite  paruus , fit  per  variationes.  ldem,euenic 
in  fupcrficiebus  ad  alias  fibi  proximas  relatis , vbT 
differcntialia  in  eadem  fuperficie  concipiuntur  , va- 
riationibus vero  ab  vna  in  alteram  tranfilitur.  Ea- 
dem omnino  ed  ratio  ,,  fi  res  analytice  confideretur 
fine  •vllo  refpedlu  ad  figuras  geometricas , vbi  fem- 
per  variationes  quantitatum  variabilium  a Aiis  dide- 
reutialibus  follicite  didingui  oportet  quem  in  finem 
variationes  figno  diuerfo  indicari  conueniet. 


Hypo 
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CAPVT  I. 

Hypothefis:' 

iji  - ; 3i.  Variationem  murque  quantitatis  variabilis 
htera  S eidem  quantitati  praefixa  in  pofterum  dejigna- 
bimus  f ita  vt  Sx  j $ y ^ i z defignent  variationes 
quantitatum  x^.y.f  %_y  aa  fi  V fuerit  exprejfio  quaer» 
cunque  ex  iis  confififa  eius  variatio , hoc  modo  S V nobis 
mdicabitifr.  - . r . . • - . . .c 

C o r o 1 1.  I. 

.32.  Significat  ergo  Sx  incrementum  illud  inr 
^ite  paruum  quo  quantitas  . a:  augeri  concipitur  , 
Tt  eiusdem  valor.r^f.ariatus  prod|?at  ex  quo,,,vici0itn 
intelUgitur  valorem*  variatum  ipfius  x fore  x+$x. 


:>  c 


Coro II.'  2. 


33*  Quatenus  ergo  exprtflio'  ex  variabilibus 
X,  y fct  « confliitur,  H earum  loco  ftribantur ^vai 
lores  "Variati  et  2+^2: , atque  a 

▼alore  hoc  ‘ modo  pro  V refaltantc  fubtrahatur  ipla 
V refiduum  erit  variatio  ^V.  ' 

, . * ..  ' 4 ' ' , ^ ■ 

- Coroll.  51  i 

3+.  Hadlenus  ergo  omnia  perinde  fe  habent 
atque  in  calculo  differentiali  , ac  fi  V fuerit  fundtio 
qoaecunque  ipfarum  x , j'  et  2 , fnmto  eius  diffe- 
rentiali  more  (olito  tantum  vbique'  loco  d fcriba- 
tor  $ , et  habebitur  eius  variatio  ^ V. 

' j 

Scho* 
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Scholion  -,i. 

35'  Qiiotics  ergo  V eft  ' fundlio  'quiecuoquc 
quantitatum  Tariabilium  x , y ^ z cius  variatio  iis- 
dem regulis  inde  elicitur  ac  differentiale  'cius , ex 
quo  calculus  variationum  prorfbs  cum  calculo  diffe- 
rentiali  congruere  videri  poflet  cum'  fola  fighi  di- 
verfitas  Icuis  fit  momenti.  Verum  probe  perpenden- 
dum eft  hic  non  ;omnes  quantitates,  quarum  varia- 
tiones requiruntur,  in  genere  fundlionuip  compre- 
Hmdi-  pofle  ; quamobrem  ttiam'  in  definitione'  voca- 
bulo ' fum  vfus  cui  'loiige'' ■ ampliorem 

fignificatdm  attribuo.  Quatenus  enihi  * ad  relationem 
mutuam  variabilliim  refpicere  'non  licet  ,"^quia  eft 
incognita , eatenus  eiusmodi.  exprefllones  feu  fiar- 
mulae  in  quas  variabilium  dificrentialia  atque  etiam 
int^gralia  ingrediuntur..,  aion  amplius*  taqquam  me- 
rae funiftiones-.  variabilium  fpciftari  poftuot , pc  for- 
mularum tam  diflerentialium  quam  integralium  va- 
riatio peculiaria  praecepta  • poftulat ; ficque  totum 
negotium  huc  redif , vt  quemadmodum  formularum 
vtriusque  generis  variationes  inueftigari  conueniat , 
doceamus , ex  quo  tra^atio.  noftra.euadit  bipartita. 

Scholion  2. 

I 3utem  tracftatioDe  .maximum  exo- 

ritur diferimen  ex  numero  variabilium , qui  fi  bi- 
narium fupcrct,;  vix  adhuc  . perfpicitur  ..  .quomodo 
ca  culus  fit  expediendus.  Cum  enim  pluribus  in- 
tro- 
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troduAis  variabilibus ' etiam  diflLTcntinlium  confide- 
ratio  longe  aliter  expendatur  , dum  pl.rumque  bi- 
narum tantum  differentialh  ita  inter  fe  comparari 
folent,  quafi  reliquae  variabiles  manerent  conftantes, 
fimil  s quoque  ratio  in  variatiouibus  erit  habenda 
in  quo  etiamnuoc  tantae  diihculcates  occurrunt , vc 
vix  pateat  quomodo  eas  fuperare' liceat j ante  omnia 
certe  prima  huius?  calculi  principia  accuranlTime 
euolui  erit  necefle , vt  ex  intima  rei  natura  calculi 
, praecepta  “repetantur , in  quo  plerumque  fummae 
difficultates  ofiendi  Iblent.  Primum  igitur  hunc 
calculum  ad  duM  tantum  variabsles  accommodatum, 
quemadmodum  is  quidem^ adhuc  tradlari  e(l  folitus , 
explicare  conabor  , variationes  tam  formularum  dif- 
' ferentialium  quam  integralium  innedigaturus , tum 
- vero  fi  quid  lucis  ex  ipfa  hac  tradatione  affnllerit 
* quoque  ad  tres  pluresue  variabiles  contemplandas 
progrediar.  • ‘ - . * *• 


Fffi  III.  P p p 


CAPVT 


CAPVT  II. 


DE 

VARIATIONE  FORMVLARVM 

DIFFERENTIALIVM  DVAS  VARIABI- 


LES  INVOLVENTIVM.  . 


Theoremat  i. 

T/  matio  differentialis  fmper  aequais  eft  differen- 
r tiali  variationis  yjeu  eji  8 dV=zdSW  ^ quae- 
cunque fuerit^  quantitas  V , quae  dum  fer  differentia- 
ha  erefcit , etiam  variationem  recipit. 

Demonftratio. 


Quantitas  variab.lis  V fpe<flari  poteft , tan- 
quam  applicata  curuac  cuiuspiam  , quae  luis  diffe- 
rcntialibus  per  eandem  curuam  progrediatur , fuis 
TariationibiTs  Vero  in  aliam  curuam  illi  proximam 
tranfiliat.  Dum  autem  in  eiusdem  curuae  pundum 
proximum  promouctur , fit  eius  valor  =rV-h</V 
qui  fit  — idtoquc  i/V~V'— V;  ex  quo  variatio 
ipCus  dW  hoc  eft  $dV  erit  Verum 

eft  valor  proximus,  in  quem  $V  fuo  dijfe- 
• ‘ ' rcntiali 
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rentiali  au<JIum  abit  f ita  Tt  fit  ~ SV  +d$  V 
fcu  ^V*— 3"V:^5V  vndc  euidens  tft  fore  SdV—dSV^ 
feu  Tariacionem  difiereiitialiS’eflrc  aeqaalem  difkrea- 
tiali  Tariatioois  y prorfu&.vti  Theorema  - at&rmat. 

C o r o 1 1.  I. 

38.  Hinc  variatio  differentialis  fecundi  ddW 
ita  definitur  vt  fit  iddV  — d$.dy,  at  cum  fit 
S dW zzd$  V aequklitjfii  ’«<t  ‘inter’  has  formulas : 

$dd\=dSdV  — dd$W. 

Coro  11.  2.  ■ 

' 39.  Eodem  'modo n pro  difierentiajibus  tertii 
erdinis  erit  . 

’ Sd*V:=id$dd'^^dd$dV=:<t$V 
et  pro  diffcrentialibus  quarti  ordinis  variatio  ita  fe 
habebit  vt  fit  . 

Sd*W=:dyd'V:=ddSddW':=d'$dV:=d*iy 
fimilique  modo  pro  altioribus  gradibat. 

, Coro  11.  s-  , 

„ . 4j(i.  Si  igitur  variatio  defideretur  difierentialis, 
cuiuscuaque  gradus  fignuixi',  variationi^  ^ ybicunque 
libuerit  inter  figna  differentiationis  d inferi  poteft ; 
in  vltimo  tutem  loco  pofituhi  ‘ declarat  i variatio- 
nem differentialis  cuiusnis  gradus  aequalem  effe  dif- 
ieren  tiali  eiusdem  > gradus  ipfius.  vaxi|tioai^ 

m . : P P P * CoroU.  4* 
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C o r o 1 L • 4. 

41.  Cum  igitur  fit  , res  fem- 

per  eo  reducitur  , vt  tarutionts  .quantitaiis  V feu 
jpiius  difierentialia  cuiusque  gradus  capi  pofiint; 
at^ue  in  hac  reJudioue  praecipua  vis  huius  uoui 
calculi  eft  couilitueuda. 

Scholion  x.  . ! ; 

42.  Vis  demonftrationis  in  hoc  potiiTimum 
eft  Gta  , quod  SV  abeat  in  , fi  quar.titas  V 
fuo  diSerentiali  increfeit',  quod  quidem  ex  natura 
difierentiaiium  per  (e  eft  manifeftum;  intenm  tamen 
iuuabit  id  per  Geometriam  illuftrafle.  Pro  cuma 

Fig.  3,  quacunque  EF  fint  coordioatae  AX:=x  et  XYzr, 
in  qua  fi  per  interuailum  infiuite  paruum  YY' 
progrediamur  erit  in  difterentialibus 

ideo.jue  ' , , ,, 

rfjr=AX<-AX  et  X'Y'-XY. 

Nunc  concipiamus  nliam  curuam  ef  illi  proximam, 
cuius  pundb  et  y cum  illius  punAis  Y et  Y' 

comparentur,  ad  quae  pri>ptcrea  per  -variationqs  tran 
fitus  fiat  { ac  fiimtis  fiii.ili  modo  coordinatis  erit 

Ax—x-{~o  X et  , 

ideoque 

$xzzAx-~  AX  et  ^yzrxjf—XY  f / 

‘ tum 
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tam  Tcro  erit 

Aj:'z:x+ix+^(jr  + </a’)  et  x'y‘-j>-\'4y+^{  y+^y) 

quatenus  a pando  Y' per  variationem  in  puodum  y 
tranfilirous.  Verum  ad  idem  pundam  y quoque 
'ex  pundo  / per  difierentiatiooem  peracuimus  vnde 
colligitur : 

Aa:*— et  x‘y=f+$y^il(/+Sj). 
His  iam  valoribus  cum  illis  collatis  prodit 

vnde  manifefto  fequitur  fore: 
idxzzdSx  et  Sdy—dSjf. 

Quae  fi  attentius  confideremus , principium  , cui 
demonfiratio  innititur , huc  redire  conuperimus  , vt 
fi  quantitas  variabilis  primo  per  difi^rentiationem' 
deinde  vero  per  variationem  proferatur  , idem  pro* 
veniat , ac  fi  ordine  inuerfo  primo  per  variationem 
tum  vero  per  dificreotiatioDem  promoueretur.  Ve* 
luti  ia  figura  ex  pundo  Y primo  per*  difierentia*' 
tionem  perueuitur  in  Y' , hinc  vero  per  variatio*  * 
nem  in  y : inuerfo  autem  ordine  primum  ex  puu* 
do  Y p^  vaiiationem  perufaitur  in  y , hirc  vero 
per  differeutiationem  io  puuduro  y } idem  quod 
ante. 


Ppp  3 


Scho* 
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Scholion  2. 

■43.  Theorema  hoc  latiflime  pafet‘i  'neque 
enim  ad  cafum  duarum  variabilium  tantum  reftrin- 
gitur  , fed  veritati  cft  etiam  confcntaneum  , quot- 
cunque  variabiles  ia  calculum  ingrediantur,  quando- 
quidem in  demonflratione  folius  illius  variabilis  cu- 
ius tam  diflerentiale  quam  variatio  coafideratur  ^ 
ratio  habetur  Une  vllo  refpe«flu  ad  reliquas  variabi- 
Fig.  4 autem  hic  vili  dubio  locus  rclinquatu'r 

conflderemiis  fuperfic  em  quamcunque  , cuius  pan- 
dum quoduis  Z per  coordinatas  ternas,.  < 
AXrzar,  XY=/ et  Y Z=zz 
definiatur,  a quo  fi  ad  aliud  pundum  proximum  ZJ 
in  eadem  fupcrficie  progrediamur , hae  coordinatae 
fuis  dificrentialibus  increfcent  Tum  vero  aliam 
quamcunque  fuperficiem  concipiamus  proximam  cuius 
punda  z.et  cutn  illis  Z ,et  Z'  conferantur, quod 
fit  per  variationem.  His  pofitis  pcrfpicuum  eft  duplici 
rnodo  ad  pundum  z'  perueniri  po(Te , altero  per 
variationem  ex  pundo  Z' , altero  perj  diSerentialc 
ex  pundo  2,  ficque  fore:  ..  . 

• . Aar"rrAX^-4-^.  A X<±iA.»-{-(/.Aar  ^ : ' 

x'y=:X'Y'-h^:X'Y'^xj  -{-d.xy  '•  " 

■ rzyY'Z>+'S.Y'Z'=;fz-i-<i.y=. 
quod  etiam  de  omnibus  aliis  quantitatibus  variabili-', 
bus  ad  haec  purda  referendis  valet.  Hinc  autem 
luculenter  fequitur  fore 

Sdx—dSxy  Sdy  — d$jy  $dz—d$z. 

- ' ~ V T ; ^ Scho- 
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Scholion 

44.  Memorabile  prorfus  eft  , quod  cafu  dide- 
centialium  altioris  ordinis  fignum  variationis  $ pro 
lub  ta  inter  figna  diderentiationis  d infcribi  poffit , 
atque  hinc  intelligere  licet  hanc  perrnutabilitatem 
locum  quoque  efle  habituram  , etiamli  fignum  va> 
riationis  S perinde  ac  differentiaticurs  d aliquoties 
repetatur  , quod  ibrtaflle  in  aliis  fpeculationibus  vfu 
venire.  poOct.  Verum  in  praelenti  inllituto  repeti» 
tio  jvariationis  $ nullo  modo  locum  habere  poteft; 
quoniam  lineam  vel  fuperficiem  tantum  cum  vnica 
alia  fibi  proxima  comparamus , etli  enim  haec  ge» 
neralilTime  conhderatur  , vt  omnes  polTibiles  itidem 
proximas  in  fe  compledlatur,  tamen  tanquam  vnica 
fpedatur,  neque  poHquam  e principali  in  proximam 
tranfiiiuerimus  , nouus  tranfitus  in  aliam  concedi- 
tur. Hinc  ergo  eiusmodi  fpeculationes , quibus  va* 
riationum  variationes  elTent  'quaerendae,  omnino  ex- 
cluduntur. Viciflim  autem  hic  var  ationum  diffe- 
rcntialia  , cuiusque  oroinis  hic  admitti  debent , et 
cum  in  formulis  differentia libus  quae  quidem  figni- 
ficatum  habent  finitum  , ratio  diffirentialium  tan- 
tum fpetffetur,  quae  fi  binae  variab.ks  fint'  x et  ^ « 
huiusmodi  politionibus  ’ \ ‘ ' 

dy—pdxy  dp~qdx  , dq—rdx  ctc. 

ad  formas  finitas  reuocari  folent , harum  quantita- 
tum p y q , r y etc.  variationes  potiflimum  aflignari 
necelTe  eft.  . . ' v • , ^ ^ ' *• 

, Problema 
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Problema  i. 

' 45.  Datis  binarum  variabilium  x tt  y vari»- 

tiouibus  Sx  ct  iy  i'  tormalae  difierentialis 
variationem  definire. 

I 

Solutio. 

, ■'  , .1: 

Cum  fit  ^dyrz:dSy  et  Sdx^dSx , variatio 
'.quaerita  Sp  per  notas  differentiationis  regulas  repe- 
ritur  , dummodo  loco  fimii  differentiationis  d fcri- 
batur,  fignum  vari.uinnis  S ^ vnde  cum  oriatur 

^ * — d xS  dy  — i'*  S dx 
“ d*’  ’ 

erit  per  conuerfiunem  aure  demonftratam  : 

X #1  ■ — d X Sdv  — dydSt 

» y - . 

vbi  cum  et  $y  fint  variationes  ipfarum  x et 
hincjue  Sx-\-d$x  et  Sy-{-dSy  variationes  ipiarum 
x-\-dx  tty  + dy  notandum  eft  fore  vti  iam  ti>- 
fernauimus ; 


d8xzz${xidx)~$x  et  d$y=:${y+dy)—Sy. 

Idem  inuenitur  ex  primis  principiis  cum  enim  va- 
lor  ipfius  variatus  fit  p-i-Sp  isque  prodeat  fi  loco 
jc  et  y earum  valores  variati , qui  funt  x-{-Sx  et 
y-hSy  fubftituantur  erit 


p-\-Sp-=zj 


(»-+-*») 


— dy  ^ dSy 
ix^di  X ’ 


vude 
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quoniam  in  denominatore  particula  prae</x* 


cuanefcic. 


Coro  11.  I. 


4d.  Si  dum  per  difierentialia  progredimur , 
Tariabiles  x et  y continuo  auftas  defignemus  , per 
x' , x"  , x'"  etc.  y , , y'  etc.  vt  fit 

x'-^x-^dx  et  y^-zzy-irdy  , erit 
dSx:^$x'—$ X et  dSyzizBy^^Sy 
hincque 

' $ p — «»3c(gy  — >>)—<»> Ji) 


Coroll.  2.  ^ 

47.  Quotiiam  variationes  ambarum  variabi- 

lium X et  j'  neutiquam  a fe  ionicefm-  pendent  V fed 
prorfus  arbitrio  no(bo  relinquuntur  , fi  ipfi  x nul- 
las tribuamus  variationes  vt  fit 

Sx^o  et  J rr  o , erit  • 

r 4«  4*  , » • f / • 

C o r o 1 1.  5. 

. 48.  Si  praeterea  vnicae  variabili  y .variatio- 

.nem  hy  tribuamus,  vt  fit  iyrro  erit 
quae  hypothefis  minime  naturae  refragatur , quia 

VoL  UI.  Qqq  cur- 
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curuam  proximam  ita  cum  principali  congriientem 
afluini  licet , \t  in  vnico  tantum  punAo  ab  ea  di- 
fcrepet. 

Scholion. 

49,  Vulgo  in  folution*  problematum  ifoperime- 
tricoruin  aliorumque  ad  id  genus  pertinentium,  curua 
■variata  ita  congruens  flatui  (olet,  vt  tantum  in  yao 
quafi  elemento  difcrepet.  Ita  (I  quaerenda  fit  curua 
Fig.  5.  E F certa  quadam  maximi  minimiuc  proprietate 
gaudens,  vnicum  pundium  Y in  locum  proximum 
transferri  (olet  vt  curua  variata  ; EM tantum 
in  intcruallo  minimo  MY^  a quacflta  deflediat  ita 
vt  pofitis 

AX—x  et  XY=> 
iit  pro  variata  curua  • , 

. • et  xy—y-\-Sy  , feu  . , 

^ ^;r=Ajr-AX  et  6y^xy-XY  ^ 

fTo  lequentibus^  vero  pundis , ad  quae  difierentialia 
ducunt  fit  vbique 

, Sy^—o  , , 6tc. 

itemque  pro  antecedentibus.  Quin  etiam  ad  calculi 
commodum  variatio  Xx  — nulla  fumi  folct,  vt 
omnis  variatio  ad  foliim  elementum  $y  perducatur, 
quo  cafli  Utique  habebitur  Iwecque  vnica 

variatio  vtique  Ihfficit  ad  'problemata  huius  generis 
^uae  quidem  fuerint-  tradlata,  relbluenda.  Verum  fi, 

. vti 
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Tti  hic  inftituimus , .hacc  problemata  latius  extendi^ 
mus,  vt  curua  quacfita  circa  initium  et  finem  cer- 
tas determinationes  recipere  qujat,  vti  |ue  neceflariura 
eft  calculum  variationum  quam  gener.liffime  ab!bl- 
verc  , atque  in  omnibus  curuac  pun<flis  variationes 
indefinitas  coordinatis  tribuere.  Quod  etiam  maxime 
eft  ncccffarinm  fi  huiusmodl  iouefti^atioies  ad  li- 
ueas  curuas  non  continuas  accommodare  velimus. 

Problema  2.  ' 

50.  Datis  binarum  variabilium  x tt  y varia- 
tionibus $x  et  $y,  fi  ponatur  dy-pd^  et  dp-qdXt 
inuenire  variationem  quantitatis  q , fcu  valorem 
ipfius  $q.  ’ f 

Solutio. 


Cum  fit  erit  valore  variato 


_ I <ICl>*+"5  f ) dp-+-dSp 

vnde  auferendo  quantitatem  p relinquitur 


/1: 


$q=, 

» ^ A X 

quae  variatio  ergo  etiam  eX  diflferentiationc  formu- 
lae rcfiiltat',  fi  more  confucto  diflferentiatio 

inftituatur  , loco  vero  figni  diSerentialis  d feriba- 
tur  fignum  variationis;  •$ ; vbi  quidem  meminifle 
iuuabit  efte 

idxzzd^x  et  $dp=:d$p. 

' Q.qq  a 
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Supra  autem  inueuimus  db  p—^  eflb 

dxdiy  — dydSx 

°P— » ..  . 

vndc  porro  per  confuetam  diftrentiatiooem  Talor 
ipQus  d$p  fcilicet  differeutiale  ipfius  $p  colligitur. 


C o r o 1 1,  I. 

t • 

51.  Cum  fit  et  erit  primo: 

d'  * — il2-  — 

* dx  dx 

tum  vero 

■ - = • 

• • t * * * 

Pro  vfu  autem  futuro  praeftat  hic  particulam  d$p 
relinqui  , quam  eius  valorem , ex  praecedente  for> 


mula  erui. 


C O r 0 1 2. 


5».  Interim  tamen  cum  prior  per  difl^ren* 
datiouem  det 

d$pz=.^.^  — ^qd$X-^ 

hoc  ralore  fubftituto  prodic  , 


& a _ dixdSy  _ p ddS  x tq  dS  x . pddx 
a 5c*  ~ d X*  <i**  ""  dx  Sx 

Coro  11.  3. 


dSx 


53-  Quod  fi  foli  variabili  variationes  , tri- 
buantur , vt  particulae  Sx  et  quae  inde  deriuantur 

euane- 
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euflnefcant , habebimus ' • 

ct  Sq  — P ^ ddfy  _ ddx  d,S  y 
^ ITx  “t — d*»  — Tx^  dx> 

flc  fi  difierentiale  d x confiaus  accipiatur  , erit 

V Scholion  I. 

54.  Quo  haec  fiicilius  intelligantur , confide- 
remus in  curua  E F , per  relationem  inter  variabi-  pj, 
jes  ATL-x  ct  XY-y  plura  punfta  Y,  Y',  Y^''etc. 
fecundum  difierencialia  continuo  promota , vt  fit 

AXirra:;  AX^zzx^dx ; AX‘^zzx-\~  zdx-^-ddx; 

A X“'z:;x-f-  3 dx-i~  3 ddx+d*x 

XYz=j  ; X*Y‘—j'^dy  ; X“X‘‘z::j-{~idy-\-ddjf  ; 

' ' X"‘Y“‘^j'~\--^djf-+-3ddy^d’jf 

quae  difierentialia  cuiusque  ordinis  indicantes  ita 
breuitatis  gratia  repraefententur : 

AX=;r  i A X'^x';  A X"  zix";  A X'"  —x"'  etc. 

XYdy  i X'Y'-y'i  X"Y"-y"i  X'"Y'"-y"'  etc. 
quibus  fingulis  fuae  variationes  nullo  modo  a ic 
inuicem  pendentes  ttibui  concipiantur,  ita  vt  omnes 
ifiae  variationes : 

^x  , ^x' , ^'x"  , etc. 

ly  . h'  . Sy",  $y"'ctc. 

s lubitu  noftro  pendentes  tanquam  cognitae  fpedlari 
queant.  His  iam  ita  confti tutis  difierentialia  cuius- 
: O.qq‘3  q^^ 
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que  ordinis  variatiouum  iu  huDc  iriodum  reprtc* 
fentabuntur  vt  fit 

d$j^:::$ /~~S  y i;  dd$  yzzSy'— ; 

d^$  y:=z$y^'—^$y^~\~iS  y—$y. 

Quodfi  iam  vnicum  pundum  euroae  Y ^ rariari 
fumamus , erit  ' ’ 

d$ x::^—Sx  i ddSx  — -\-^Xi  d^^xz:^—$Xttc.  • 
d$  y jf  i dd$jf-~\-$j  i d*$jfz:z—$jf  ttc. 
hineque 

^ r — dx  ' d X ^ 

tf  n ^ y -4-  « I 1 (??« pddxf  X 

l d x'  ' d *’  d *’  ” i X d X* 

vbi  omifTis  partibus  reliquarum  refpeda  euaaefcea- 
tibus  , erit 

Denique  fi  Ibli  applicatae  XYzrj'  rmatio  tribua- 
tur , habobitur  : 

et 

; t 

Scholion  2. 

* i . 

SS-  Hinc  patet  fi  in  vnico  curqae  pundo  va- 
riatio ftatuatur , infigniter  contra  recepta  diflcreu- 
tialium  principia  impingi , cum  variationum  differ 
rentialia  fuperiora  neutiquam  prae  interioribus  eua- 

‘ ■ nefeant 
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ae/icaat  fed  iugiter  eundem  yalorem  retinent , at- 
^ue  adeo  yariationes  quantitatum  j p et  q in  infini- 
tum excrefcant,  fiquidem  infinite  parua  et 
ex  eodem  ordine  quo  difiercntialia  dx  et  dy  aflTu- 
mantur.  Quin  etiam  hinc  in  calculo  maxime  ca- 
vendum eft  ne  in  enormes  errores  praecipitemur, 
cum  calculi  praecepta  , legi  continuitatis  innitantur, 
qua  lineae  curuae  continuo  pun^i  fluxu  defcnbi  con- 
cipiuntur, ita  vt  in  earum  curuatura  nusquam  fal- 
tus  agaofcaiur.  Quodfi  autem  vnicum  curuae  pun-  p,g. 
Aum  Y in  diducatur  reliquo  curuae  tradlu  prae- 
ter bina  quafi  elementa  Mj'  et  _yY''  inuariato  re- 
lido euidens  eil  curuaturae  ingentem'"irrcgnlnrita- 
tem  ' induci  , cum  vulgares  calculi  regulae  non 
amplius  applicari  queant.  Cui  incommodo  yt  oc- 
curramus' tutifTimum  erit  remedium , ,vt  lingulis 
curuae  puodis  mente  faltem  variationes  tribuantur  , 
quae  continuitatis  quapiam  lege  contippantur,  neque 
ante  irregularitas  in  calculo  admittatur  , quam 
omnes  difierentiationes  et  integrationes  fuerint  per- 
adae ; hocque  modo  faltem  fpccies  continuitatis  in 
calculo  retineatur.  Quamuis  ergo  variationum  diP 
fercntialia  » 

d^y , dd^y  , d^^y  etc.  item 
i/Jx,  dd^Xy  d^Sx  etc.  • 

forte  in  fida  hypothefi  ad  fimplices  variationes  re- 
vocare liceat,  tamen  expedit- illas  lormas  In  calculo 
retineri  ad  casque  fcquentes  integrationes  accom- 
modari , atque  huc  etiam  redeunt  operationes,  quas 

olim 
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olim  , ci’m  idem  argnm-‘ntam  de  inuetiiendis  cur- 
tU  maximi  ir.iiiimiue  proprietate  praeditis  ua^aflem, 
expedire  domeram.  ' • 


Problema  5. 

• * 

, 55.  Datis  binarum  Yariabilium  x et  f Taria* 
tioniSus  Sx  et  , rationum  inter  difierentialia 
cuiuscuaque  gradus  variationes,  inueftigare. 


Solutio. 


Quaeflio  huc  redit  vt  poGtis  continuo 
iy—pdx^  dp^qdXt  dqvzrdx  ^ drzzsdx  etc. 

quantitatum  p , q , r ^ s etc.  variationes  aflignentur, 
cum  ad  has  quantitates  omnes  differentialium  cuius- 
cunque  ordinis  rationes  quae  quidem  finitis  valori- 
bus  continentur  reducantur.'  Ac  de  harum  quidem 
duabus  primis  p et  q iam  vidimus  efle’ 

- HI-”-  ; , 

Quoniam  igitur  porro  eft  ti:  » ; ; i ' . 


rrrjl  et  x = 

i . ' 

harum  variationes  fimili  modo  per  dificrentiationis 
regulas  inueniuntur  : 

. ■ i ‘4^  etc: 

dx  dK'  d X lix 


d r 


etc. 


vbi  fi  lubuerit  loco  d$p  ^ dSq  , dSr  ^ etc.  difle- 
rcntialia  variationum  $p  , Sq^  $r  etc.  ante  inuen- 

tarum 
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tarum  fubflitai  poflunt.  Hoc  autem  non  (blum  in 
formulas  nimis  prolixas  induceret  y (ed  etiam  vti 
ex  fequentibus  patebit  ne  quidem  eft  neceflarium  , 
cum  hinc  multo  facilius  omnes  reduAioaes , quibus 
opus  erit , infUiui  queant. 

C o r o 1 L I. 

57.  Si  foli  variabili  j variationes  tribuantur , 
feu  manentibus  abfcifGs  x tantum  applicatae  y fuis 
variationibus  augeantur  , habebimus : 

Sr-iis-i  St=‘4^. 

C O r 0 1 1.  2. 

58.  Quodfi  praeterea  omnia  ipfius  Jir  incre- 
menta dx  aequalia  capiantur  ^ feu  elementum  dx 
confbns  (fatuatur,  fubftitutis  difiercntialibus  praece- 
dentium formularum  in  fequentibus  obtinebitur : 

< 

Coro  11.  2. 

59.  Si  (olis  abicifCs  x variationes  tribuantur, 
vt  variatio  Sy  cum  omnibus  deriuatis  euaneicat , 
fimulque  elementum  dx  conflans  capiatur , lingulae 
hae  variationes  ita  fe  habd)unt : 

A-zt—  -fx»a»_x  __  «AdgjF 
r dx  ' * — d X*  ax 

> — p d^S  X ^ s dddS  X __  I rdS  x 

dx’  d X*  d X ~ 

i'  f “ — pd*o  X „ 4 dd*  S X __  e rddS  X ___  4 « dS  x 
dx*  dx’  dx*  d X 

CtC 

..mUL  Rrt  Coroll.4. 


Digitized  by  Googie 


49* 


C A P V T II. 


C o r o 1 1.  4. 

60.  Etiamfi  ergo  hocl  cafu  elementum  dx 
conftans  accipiatur  , tamen  hic  occurrunt  • diffcren- 
tialia  cuiusque  ordinis  variationis  J x , cuius  rei  ra- 
tio eft,  quod  variationes  valorum  ipfius  x continuo 
vlterius  promotorum  etc.  ncutiquam  a diflfe- 

rentialibus  pendere  ftatuuntur. 

S C h 0 1 i O n. 

6x.  Quando  autem  placuerit  foli  variabili  x 
variationes  tribuere  , tum  omnino  praeftat  variabi- 
les x et  >*  inter  fe  permutari , atque  huiusmodi 
potius  politionibus  vti 

dx-=pdy  , dp—qdy  , dq—rdy  etc. 

quibus  fpecies  diderentialium  tollatur , tum  vero 
fumto  elemento  dy  conflante  flmiles  formulae  fim- 
pliciores  pro  variationibus  quantitatum  p t q y ^ etc. 
reperiuntur,  atque  Coroll.  2.  Ceterum  quo  calculus 
ad  omnes  cafus  accommodari  queat , (emper ; expedit 
vtrique  variabili  fuas  variationes  tribui , etfl  enim 
tum  formae  multo  perplexiores  prodeant  praecipue 
fl  euoluantur  , tamen  calculum  prolequendo  tam 
egregia  fe  oflerunt  compendia  vt  in  fine  calculus 
vix  fiat  operofior,  neque  huius  prolixitatis  taedeat. 
Ad  problemata  ergo  magis  generalia  ad  hoc  caput 
pertinentia  progrediamur. 


Problema 
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Problema  4. 

62.  Datis  duarum  variabilium  x et  j'  varia- 
tionibus et  , formulae  cuiuscunque  finitae  V 
tam  ex  illis  variabilibus  ipfis  quam  eatum  diflferen- 
tialibus  cuiuscunque  ordiuis  conflatae  variationem 
inuenire. 

So  1 u t i o. 

> Cum  V fit  quantitas  valorem  habens  fini- 
tum, ponendo 

dy—pdXy  dpzrzqdx \ dqzzrdx  ^ dr—sdx  etc. 

diflerentialia  inde  tollentur,  prodibitque  pro  V fun- 
(flio  ex  quantitatibus  finitis  formata  x,  y p,  r,  / etc. 
Quaccunque  ergo  fit  ratio  compofitionis  eius  difife- 
rentiale  femper  buiusmcxli  habebit  formam: 

dV zr.JAdX+^dj>+?dp-{-Qdq’\-Kdr-^Sds  etc. 

horum  membrorum  numero  exiflente  eo  maiore , 
quo  altiora  diflerentialia  ingrediuntur  in  V.  Quodfi 
vero  huius  formulae  V variatio  SW  fuerit  inda- 
ganda , ea  obtinetur  fi  loco  quantitatum  variabilium 
X y t p t 9 y f etc.  eaedem  fu  is  variationibus  audae 
fubflituantur  et  a forma  refultante  ipfa  quantitas  V 
auferatur,  ex  quo  intelligitor  variationem  ope  con- 
fuetac  diflerentiationis  inueniri  fi^no  tantum  difle- 
rentiahs  d m fignum  variationis  S mutato.  Qiiare 
cum  diflerentiale  fupra  iam  fit  exhibitum  impetra- 
bimus variationem  quaefitam : 

J V — x-f-N5j'-l-P^p+Q,3‘j+R^r4S5‘r  etc. 

R r r a quem- 
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quemadmodum  autem  variationes  J r,^x etc. 

per  variationes  lumtas  ^ jj  ct  Sy  determinentur  iam 
fuj>ra  eft  ofteDfuni. 

Coroll.  I. 

(?3.  Si  hic  fubftituamus  valores  ante  inuentoS) 
obtinebimus  variationem  quacfitam  ita  expre(&m 
SW-  ^ q +&^  r + etc. ) 

-^(Pp+(i^+Rr+Sx+etc.). 

C o r o 1 1.  2. 

<^3.  Si  variabili  x nulla  plane  tribuatur  va- 
riatio y atque  infuper  elementum  dx  [conflans  acci- 
piatur , tum  quantitatis  propofitae  V variatio  ita 
prodibit  cxprelTa : 

sv=asy+'-i^+ 4^ + ^ +«''• 

Scholion. 

6$.  In  his  formis  faltem  fpecies  homogeneita- 
eis  in  di&rentialibus  fpedaturj  fiquidem  ix  ct  Sy 
ad  ordinem  diilcrentialium  referantur  , quod  longe 
fccus  eueniret,,(i  eo  cafu  quo  vnicum  curuaepun- 
&um  variatur , (latim  vellemus  loco  difierentialium 
. variationum  valores  fnpra  (54.)  exhibitos  fubfti- 
tucre,  quo  quippe  padlo  idea  integrationis,  qua  hae 
Ibrmulie  deinceps  indigent  excluderetur.  Ceterum 
patet  quothodo  inuentio  variationum  ad  conluetam 

dific- 
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di^rentiationem  reuocetur , dum  totum  dUcrimen 
ia  hoc  tantum  eft  fuum  vt  loco  variationum  Spy 
S-q,  Sr  etc.- valores  iam  ante  alTignati,  quos  qui- 
dem ipfos  quoque  per  confuetam  differentiationem 
elicuimus  , fabdituantur.  Conueniet  autem  hanc 
operationem  aliquot  exemplis  illudrari  quo  clarius 
indoles  totius  huius  tradlationis  percipiatur. 


Exemplum  i. 

66,  Fomube  fubtangentem  exprimentis  * ma- 
nationem inuemre. 


Ob  dyz=pdx  haec  formula  fit  ^ , vnde  eius 
variatio  ^ , vbi  loco  Sp  valwre  fubfiituto 

p PP  ’ r 

fit  ea ; 


Sy ydSy 

p ppdx  pdx 


d$y-+-  ^d$x 


quae  podrema  forma  immediate  ex  di&rentiatioue 
formulae  propolitae  nafcitur. 


Exemplum  2. 

6t.  Formulae  ipfam  tangentem  exprimentis 
variationem  inuemre. 

?o(\t\ody—pdx  praebet  hanc  formam  finitam 
^V(i-}-pp)  vnde  variatio  quaefita  ed  : 

, 

p ' ' * ' p p V(  ‘ -h  p p)  ’ 

quae  transformatur  in  hanc 

R r r 3 Exem- 
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Exemplum  5. 


<?8.  Formulae  radium  curuedinis  exprimentit 
(dx*4-  dy*)* 

— — variationem  defimre. 

dxddy 

Pofito  dy—pdx  et  dp—qdx  haec  formula 

z 

tranfit  in  hanc  ^ cuius  propterea  varia- 

tio eft 


'■^y{x+pp)-^^^(i+ppf  • ■ 

vbi  quidem  fubftitutioni  valorum  ante  inuentorum 
non  immoror. 


Problema  5. 

€g.  Datis  duarum  quantitatum  variabilium  x 
ct  y variationibus  Sx  et  $y  formulae  tam  ex  illis 
variabilibus  quam  carum  differcntialibus  cuiuscunque 
ordinis  conflatae  flue  fuerit  infinita  fiuc  infinite 
parua , variationem  inucftigare. 


Solutio. 

Pofitis  vt  hadlenus  dy=zpdx  , dp—qdx, 
dq—rdx  ctc.  formula  fempcr  reducetur  ad  huius- 
niodi  formam  vbi  V fit  fundio  finita  quan- 

titatum X,  j',  p,  q^  r etc.  exponens  vero  n fiac  pofi- 
tiuus  fiuc  negatiuus , ita  vt  priori  cafu  formula  fit 

infi- 
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infinite  parua , pofteriori  vero  infinite  magna.  Pona- 
namus  igitur  diflerentiationem  ordinariam  dare 

Mf/ar+Ni/y-f  P</p+Q</y  + Ri/r4-  ctc. 

vnde  fimul  eius  variatio  habetur.  Cum  igitur  for- 
mae propofitae  variatio  (It: 

nVdx'^'  d$x-\-dx*SS 
erit  vtique  haec  variatio  quam  quaerimus : 

« V 5“  jc + J jr*{  M +N(^ +P5/> etc. ) 

vbi  ex  fuperioribus  hos  valores  fubftitui  oportet: 

f-p  — dSy  — pdfx. 

dSg  — rdSx.  Xt  — — tiSx 

— Ji » dlE 

etc. 

quae  cum  per  fe  fint  perfpicua , nulla  ampliori  ex- 
plicatione indigentj  (imuique  hoc  caput  penitus  ab- 
folutum  videtur. 


CAPVT 
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DE 

VARIATIONE  FORMVLARVM 

INTEGRALIVM  SIMPLICIVM  DVAS 
VARIABILES  IN  VOLVENTI  VM. 

( ' 

Definitio  6. 

70. 

t formulam  integralm  fimpEcem  hic  eppelb , quae 
Jl  nulla  alia  imegralia  in  fe  itmluit , fed  fimpbci- 
ter  integrale  refert  formulae  difftreniialis , - praeter  W- 
nas  'variabiles  quaecunque  earum  d^erentialia  cam- 
pleStentis. 

: Coroll.  I. 

71.  Si  ergo  x cx.  y fint  binae  variabiles,  for- 
mula integralis  /"W  erit  fimplex  , fi  expreffio  W 
praeter  has  variabiles  tantum  carum  dificrentialia , 
cuiuscunque  fuerint  ordinis , contineat , neque  prae- 
teri 'alias  formulas  iotegrales  in  fe'implicet.  “ 

Coroll.  2. 

72.  Quod  fi  ergo  fiatuamus 
dyzizpdx^  dp—qdXy  dqczrdx  ctc. 

.xt  ipecies  difierentialium  tollatur,  quoniam  integra- 
tio 
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tio  requirit  formulam  difierentialem  expreflio  illa  W 
femper  reducetur  ad  huiusmodi  formam  \dx  exi- 
(kate  V fuo&ioue  quantitatum  x ^ y ^ p ^ q etc. 

C o r o 1 1.  5. 

73.  Cum  igitur  formula  integralls  fimplex 
fit  huiusmodi  fVdXy  vbi  V etl  funftio  quantita- 
tum x,y,  q,  rete,  cius  indolem  commodiffiine 
eius  difforentiale  repraefentabit , fi  dicamus  efle 

dW—l\dx-\-'i!^dy-\-'?dp-i-(^dq-\-Kdr-^  etc. 

Scholion, 

74.  Difiinguo  hic  formulas  integrales  fimpli- 
ces  a complicatis,  in  quibus  integratio  propotutuc 
eiusmodi  formularum  difforentialium  quae  iam  ipfae, 
Ynam  pluresue  formulas  integrales  , inuoluunt.  Ve- 
luti  fi  littera  s denotet  integrale 

/y {dx'-^d/)—fdxV {-i-\-pp) , 

atque  quantitas  V praeter  illas  quantitates  etiam 
hanc  s contineat,  formula  integralis  f\ dx  merito’ 
cenfetur  complicata  ,*  cuius  variatio  fingularia  prae- 
cepta pofiulat  deinceps  exponenda.  Huc  autem  capite 
primo  methodum  formularum  integrdium  fimpli- 
cium  variationes  inueniendi  tradere  coufiitUL 


Vd.  III.  Sss  Theo- 
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Theorema  2. 

1 

75.  Variatio  formulae  irttegralir  fW  fetnpet 
aequalis  eft  integrati  variationis  eiusdem  formulae  dif- 
ferentiatis culus  integrale' propottttur  \ feu  eft 

. . ^ ( W = f ^ W. 

Demonflratio. 

. V • • 4 

Cum  variatio  Gt  exceGlis , quo  valor  varia- 
tus 'cuiusque  quantitatis  fuperat  eius  valorem  natu- 
ralem , perpendamus  formulae  propoGtae  /W  va- 
lorem variatum  , qufcm  obtinet , G loco  variabili- 
um X y ea  r undem  valores  fu  is  variationibus  $ x 
et’  Sy  aufti  fubGituantur,  Cum  autem  tum  quanti- 
tas W abeat  in  W + ^ W , formae  propoGtae  va-  ■ 
lor  variatus  erit 

/(  W-1-  ^ W)=/W+/^  W 
▼nde  cum  Gt  ^ 

, ^/W,=/{  W)-/W 

habebimus.  > 

SfW=:/$W 

• -I  ; 

vnde  patet  variationem  integralis  aequari  integrali 
variationis. 

’dem  etiam  hoc  modo  oGendi  poteft.  Pona- 
tur/W—t;;,  ita  vt  quaerenda  Gt  variatio  Svf. 

" • \ i Q?ta 
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Quia  ergo  fumtis  diflferentialibus  cft  dwzziVf  , ca- 
piantur nunc  variationes  eritque 

Sdwzi-SW—dBv} 

ob  $ div^dSw.  Nunc  vero  aequatio  d$w—SW 
dcnuo  integrata  praebet 

$w=fSW=:$fW, 

C o r o 1 1.  I. 

75.  Propofita  ergo  hac  formula  integrali/V</ar 
eius  variatio  SfV  dx  erit 

z=if${V  dx)-J{V  8 dx-\~dxSV) 
hincque  ob  Sdx—dSx  habebitur: 
$fWdxzz/WdSx-\-fdxS  V. 

C O r 0 1 1.  2. 

77.  PoGto  $x—(a  vt  fit  =:</«,  quia  eft 
f\d<a=:Va-f(adV  , 

in  priori  membro  difierentiale  variationis  dx  exui- 
tur , fietque : 

S/\dx=:V  $x-fdV  $x-hfdx  $ V 
vbi  prima  pars  ab  integratione  efi  immunis. 

Scholion. 

78.  Quemadmodum  fupra  oftendimus  ligna 
diUercntiationis  d cum  figno  variationis  $ exprelhbni 

S 8 s s cui- 
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cuicunque  praefixa  inter  fe  pro  lubitu  permutari 
pofle,  ita  nunc  videmus  fignum  integratiouis  f cum 
figno  variationis  $ permutari  pofle  , cum  fit 

SfW—fSW. 

Atque  hoc  etiam  ad  integrationes  repetitas  patet  , 
vt  fi  propofita  fuerit  talis  formula  /fW  eius  varia» 
tio  his  modis  exhiberi  poflit 

$f/V/=:f$fWzz//$W 

ioeoqiic  variatio  formularum  integralium  ad  varia- 
tiones expreflionum  nullam  amplius  integrationem 
inuoluentium  reducatur , pro  quibus  inueoieudis  iam 
fupra  praecepta  funt  tradita. 

Problema  6. 

79.  Propofitis  binarum  variabilium  et  ^ 
variationibus  et  , fi  pofitis 

dy—pdx^  dp:=zqdXf  dq—rdx  etc. 
fuerit  V fiindtio  quaecunque  quantitatum  x , y ^ p ^ 

q % r etc.  formulae  integralis  f V dx  variationem  in- 
veftigare. 

S o I u t i o. 

Modo  vidimus  (77.)  huius  formulae  inte- 
gralis  variationem  ita  exprimi  vt  fit 

$fVdx=:V$x^fiiWSx-^fdx$V. 

Iam  ad  variationem  $V  elidendam,  cum  fit  V 
fanAio  quaQiiatum  * , , # , , , r etc.  «atiuiru. 

cius 
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eius  di0erentiale  efle 

ctc. 

ac  fimili  modo  eius  variatio  ita  erit  expreffa: 

^V  — ctc. 

quibus  valoribus  fubflitutis  conrequimur  Tariatlonemi 
quaefitam : 

i/W  dxz:W  Sx+/dx{MSx+N$jf  4 +Ri^r  ctc.) 

’ -y5jr(M</jr+N^4-P4^4-Q<i^4-R<*'  ctc.) 

tbi  cum  partes  ab  M pendentes  fe  deflruant , erit 
partibus  fecundum  litteras  N » P , Q^,  R ctc. 
pratis  variatio 

$j\  dx^W  S x+fli(dx$y-dy$  x)+f?(dx$p-dpSx^ 
+f(^{dxSq-dq$x)+/R{dx$r^rSx) 
etc. 

vbi  eft  vti  fupra  inuenimus : 

f/x$p:=:d$jf  ~~pd$x  i dx$qzzd$p  — qd$Xi 

dx5 rz=d$q—rd$ x ctc. 
quibas  valoribus  fubnitutis  ob  dyzzpdx  obtinetur : 
^fVdx'=zV$x-\-jHdx(^Sy—pSx)-\-f?d.[Sy—p$x) 
+J Q,^-  {$p-~q$x)+fRd.{Sq—r$X) 
etc; 

. * I 

S s s 3 A4 


Digitized  by  Googie 


510 


C A P V T III. 


Ad  hanc  expreflionem  vlterius  reducendam  , note- 
tur efle 

$p  — d.{Sy  — pSx)  . 

^ Y ^ dS  p — qdS  X — d qSx  — d.t,S  p — g9  x ) 

$r  — fitv  — — r dS  x — drS  X — d.(S  q — r?  x)  . 


etc. 


quo  pafto  quaeuis  formula  ad  praecedentem  reduci- 
tur ^ vnde  fi  breuitatis  gratia  ponamus  Sy—p$x—(d 
erit  vt  fequitur : 

Sy—p$x=<a 

Sp-qSx-‘^^ 

S q—r$x  — 


■A-  d-P 

ax  0.X 


i r—s$x~^d. 

o X 


I j ^ 

di 


etc. 


ficque  Tariationibus  litterarum  deriuatarum  p ,•  y , 
r etc.  ex  calculo  exclufis  adipilciniur  variationem 
qiiaefitam 


etc, 

cuius  formae  lex  progreflionis  eft  manifefta  , cuius- 
cunque gradus  difierentialia  in  formulam  V ingre- 
(fiantur. 

Coroll.  I. 
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C o r o 1 1.  I. 

80.  Huius  igitur  variationis  pars  prima 
a figno  integrationis  eft  immunis  atque  'adeo  ^lam 
variationem  $x  inuoluit,  reliquae  vero  partes  vtram- 
quc  perpetuo  eodem  modo  iunftam  et  in  littera  . 

fn—Sy—pdx 
comprehenlam  continet. 


C O r O 1 1.  2. 

81.  Secunda  pars 
/N  dx.  (0  =/N  ci)  dx 

commodius  exprimi  nequit,  tertia  vero  /P i oj  com- 
modius ita  exprimi  videtur  , vt  fit 

/I'</a=zPw-/«</P.  . . 

ac  pofi  fignum  integrale  iam  ipfa  quantitas  u re- 
periatur.  . r • 

C oro  1 1.  5. 

82.  Quarta  pars  /Qrf.l^  fimili  modo  reduci- 
citur  ad 


hocque  membrum  pofl|cius  , cum  fit  porro’ 

praebet 

ita  vt  tertia  pars  refoluatur  in  haec  membra : 


Qdu  do. 

T*rT» 


Coroll.  4. 
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Coro II.  4. 

#3.  Quinta  pars 

reducitur  primo  ad 

R.  . 

ax  ax  ' dx  dx  ' 

tum  vero  pofterius  membrum  ad  ^ 


dR  d u 
dx 


— dZ-^.dta  , 

:Tx  J dx  ‘dx’  ^ ♦ 


hocque  tandem  vlterius  ad 

ita  vt  haec  quinta  pars  iam  ita  exprimatur 

w— /ci)4/.— rf.45 

dx  dx  dx  dx  dx"  dx  ^ •'^*  d*‘*  3*» 

r 

CoroIL.  5. 

84.  Simili  modo  (exta  < pars 

/S  d.  d.  J-d.^ 

ax  d X dx  i 

ita  reperitur  exprefla : 

S-h'f  h‘1-  f:  - H ah/f:+r.<H-5?  - u « 


Problema 
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Problema  /. 

8$.  Pofitis  dr:rzpdx  ^ dpzzqdx  ^ dq-zzrdx"* 
dr~sdx  etc.  fi  V fuerit  fundlio  quaecunquc  quan- 
titatum x,y,p,q^r,s  etc.  ita  \t  fit 

d\  — Mdx  + Ndy+Vdp+Qdq+Rdr+Sds  etc. 

formulae  integralis  fWdx  variationem  ex  vtriusquc 
varabilis  a:  ct  >'  variatione  natam  ita  exprimere, 
vt  pofi  fignum  integrale  nulla  occurrant  variatio- 
num difforcntialia. 


Solutio. 

In  corollariis  praecedentis  problematis  iam 
omnia  ita  funt  aJ  hunc  (copum  praeparata  , vt  ni- 
hil aliud  opus  fit,  nifi  vt  transformationes  Cngula- 
rum  partium  in  ordinem  redigantur , quo  padlo 
duplicis  generis  partes  obtinentur ; vno  continente 
formulas  integrales,  quas  quidem  omnes  in  eandem 
fummam  colligere  licet,  altero  partes  abfolutas  quas  ita 
in  membra  diftribuemus , vt  fecundum  ipfas  varia- 
titmes  Sx  et  Sy , earumque  differentialia  cuiusque 
'gradus  procedant.  Pofita  autem  breuitatis  gratia  for- 
mula Sy—pdx~(a  variatio  quaefita  ita  fe  habebit: 

Fol.  111.  T 1 1 cuius 
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cuius  formae  indoles  ex  fola  infpedtione  (latim  eft 
manifefla  , vt  xbcriori  iliuftrationc  non  fit  opus. 


C o r o 1 1.  I. 

85.  Haec  expreflio  multo  fimplicior  redditur, 
fi  elementum  dx  capiatur  confians,  quo  quidem 
amplitudo  cxprcffionis.  nequaquam  rellringirtu  , tum 
enim  fiet: 

rl  + - etc.  > • 

4-V^a:+a){P- ^ _ JJi, + etc.) 

+ ^(R-f*  + etc.) 

+ fe‘I(S-etc.). 


^ I u I j.  2. 

87.  Si  quKflio  fit  de  |i„ee  eunte  prima  pars 
.ntegrahs  valoten.  per  totam  citruam  ab  initio  rsaue 
ad  Ktmmum  , yb.  coordinatae  y et  y f„bfift„„r 
congregat,  fimui  omnes  yariationes  in  fingniis  cur' 
rac  pnndiis  fidias  complediens,  dum  ri“L  "pa,^ 

abfointae  lantnm  per  yariationes  in  extre^taM 
curuae  &i5tas  dcfiiiiuntur.  xiremitatc 


xt 


Coro  11. 

88.  Si  curuam  coordinatis  x et  y 
atim  fpedicmas,  aliaque  ciirua  ab  ea 


definitam 

infinite 


parum 


/ 
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parum  difcrepans  conlideretur  , dum  in  fingulit 
purxfUs  vtriquc  coordinatac  variationes  quaecunque 
tribuantur  , expreffio  inuenta  indicat , quantum  for- 
mulae intcgralis  /Wdx  valor  ex  curua  variata  col- 
leiflus  fupcrat  eiusdem  valorem  ex  ipla  curua  data 
defumtum. 

C o r o 1 1.  4. 

89.  Cum  fit  , patet  hanc  quan- 

titatem (Ii  cuanelcere  , fi  in  fingulis  pundis  varia- 
tiones Ja  et  ita  accipiantur,  vt  fit 
$y:Sx—p:  i~dj:dx. 

Hoc  igitur  cafu  curua  variata  plane  ron  difcrepat  a 
data,  ac  tota  variatio  formulae  fV dx  reducitur 
ad  \ 5 X. 

SchoHon  I. 


90.  Variatio  haec  pro  formula  integrali  /V</a 
inuenta  fiatim  (uppeditat  regulam  , quam  olim  tra- 
didi pro  curua  inuenienda  in  qua  valor  eiusdem 
formulae  integralis  fit  maximus  vel  minimus.  Illa 
enim  regula  poflulat , vt  haec  expreffio 


d»  R I d*  s _ 
dx*  ‘ d X* 


etc. 


nihilo  aequalis  fiatuatur.  Hic  autem  fiatim  euidens 
eft  , ad  id,  vt  variatio  formulae  /VrfA  euanefeat , 
quemadmodum  natura  maximorum  et  minimorum 


exigit , ante  omnia  requiri , vt  prima  pars  figno 
integrali  contenta  euanefeat , ex  quo  fit  : 


— etc.  zr  o. 


T 1 1 a 


Prae- 
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Praeterea  vero  etiam  partes  abfolutas  nihilo  aequari 
oportet , in  quo  applicatio  ad  \trumqne  curuae  ter- 
Tnu™  conti,et»r.  IpC;  enim  enruae  na.ura 
illam  aequationem  exprimitur , quae  cum  ob 
rentialia  altioris  gradus  totidem  integrationes  t6tt- 
demque  conllantes  arbitrarias  affumat  hartim  con- 
fta-tium  determinationi  illae  partes  ablolutae  mler- 
'viunt,  vt  tam  in  initio  quam  in  fiue  quatfita  curua 

certs  conditionibus  rcfpondeat,  veluti  ad  datas  l- 

neas  cumas  ccrmincluc.  Ac  fi  eeqnano  .lU  fuent 
differentialis  ordinis  quarti  vel  adeo  altioris  , for- 
tium quoque  abfolutarum  numerus  augetur  , quibus 
effici  poteft,  vt  curua  quaefita  non  folum  vtnnque 
ad  datas  lineas  terminetur,  led  ibidem  quoque  certa 
diredlio,quin  etiam  fi  ad  altiora  differcntial.a  aflur- 
gat  certa  curuaminis  lex  praefcribi  queat.  Sem- 
per’autem  applicationem  faciendo  pulcherrime  eue- 
nire  folet , vt  ipla  quaeftionum  indoles  eiusmodi 
conditiones  inuoluat',  quibus  per  partes  ablolutas 
commodiffime  fatisfieri  poffit. 

Scholion  2. 


91.  Qiianta  autem  myderia  in  hac  forma, 
quam  pro  variatione  formulae  integral.s  f\  dx  in~ 
'venimus  lateant  , in  eius  applicatione  ad  maxima 
et  minima  multo  luculentius  declarare  licet,  hic  tan- 
tum obferuo,  partem  integrakm  neceffario  in  iftam 

■variationem  ingredi.  Cum  enim  rem  iu  latiffimo 
• i ‘ fenftt 
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fcnfu  Cmiis  complexi  , vt  in  fingulis  curuae  pun- 
' dlis  vtricjue  variabili  x et  y variationes  quascunque 
nulla  plane  lege  inter  fe  connexas  tribuerimus,  fieri 
omnino  nequit , vt  variatio  toti  curuae  conuen  ens 
non  finiul  ab  omnibus  variationibus  intermediis  pen- 
deat  , quippe  qnihiis  alirer  mnOinuis  ubcefle  cft,  Vt 
inde  totius  curuae  variatio  mutationem  perpetuatur.* 
Atque  in  hoc  variatio  formularum  integralium  po- 
tifiimum  difii  et  a variatione  eiusmodi  exprefiio- 
Dum  , quales  in  fuperiori  capite  confidurauimus  , 
quae  vnice  a variatione  vltimis  elementis  tributa 
pendet.  £x  quo  luculenter  fequitur,  fi  forte  quantitas  V - 
ita  fuerit  comparata,  vt  formula  difilrentialis  \dx 
integrationem  admittat , nulla  ftabilita  relatione  in* 
ter  variabiles  a;  et  y fique  integralis  pj  dx  fit  fun 
&io  abfoluta  quantitatum  x^y , p,  r ctc.  tum 
etiam  eius  variationem  tantum  a variatione  extre- 
morum elementorum  pendere  polle , ficque  partem 
rariationis  integralem  plane  in  nihilum  abire  debere 
cx  quo  lequeos  infigne  Theorema  colligitur. 


Theorema  7. 


92.  Poftto  dy~pdx,  dp^qdx  , dqrrrdx, 
drrrsdxetc.  Ji  V fusrit  eiusmodi  funGlio  ipfarum 
X »’  y > P » q » f vt  pofito  eius  differentiaii 

dV  — Mdx+Ndjr+Pdp-f Q,dq+Rdr+Sds  etc. 


JUVI  it 


M _ <t_r  <t  0. 

T** 


Ttt  3 


fumto 
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fumto  elemento  dx  conflante  ^ tum  formula  differentia^ 
lis  Vdx  per  fe  ertt  integrahilis  y nulla  Jl  abitit  a rela- 
tione inter  variabiles  tl  et  j \ ac  viciffm. 


Demonftratio. 


Si  flicril 


ri  ^ ai?"  <n»  ^ ar»  ® ’ 

tum  formulae  integralis  fVdx  variatio  nullam  im- 
plicat formulam  integralem , idecK^ue  piu  quouis 
iitu  coordinatarum  a:  et  >*  a folis  variationibus,  quae 
ipfis  in  extremo  termino  tribuuntur,  pendet,  quod  tieri 
neutiquam  poflTet,  fi  formula  \ dx  integrationem  re- 
fpueret, proptera  quod  tum  variatio  intuper  ab  omnibus 
variationibus  intermediis fimul  neecflario  penderet;  vnde 
fequitur  quoties  aequatio  illa  locum  habet,  toties  formu- 
lam \dx  integrationem  admittere;  ita  vt  fS dx  futura 
fit  certa  ac  definita  fundio  quantitatum  a:,  p,  y, 
r,  s etc.  Viciflim  autem  quoties  formula  dififeren- 
tialis  y dx  integrationem  admittit,  ci usque  propterea 
integrale  f\dx  eft  vera  fundio  quantitatum  Jf , ^ , 
p y q y r y s ctc.  totics  quoque  cius  variatio  tantum 
ab  extremis  variationibus  ipfarum  a:  et  pendet , 
neque  variationes  intermediae  eam  vllo  modo  affi- 
cere pofllint.  Ex  quo  necefie  eft  vt  variationis  pars 
integralis  fupra  inuenta  euanefeat  , id  quod  fieri  ne- 
quit , nifi  fuerit 


*■  dx  ix^ 


d*  S 


— etc. 


d jc»  ' dx* 

ficque  Theorema  propoliium  etiam  inucrium  veri- 
tati efi  confeiuancum. 

Coroli.  r. 
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93.  En  ergo  infigne  criiCrium  , cuius  ope 
formula  dHferentialis  duarum  variabilium , cuiuscun- 
que gradus  diflferenualiaan  eam  ingrediantur,  diiu- 
dicari  poteft,  vtrum  fit  integrabilis  nec  nc  ? Multo 
latius  ergo  patet  illo  criterio  fatis  noto , quo  for- 
mularum diflereDtialium-  primi  gradus  integrabilitas 
dignofei  (olet. 

Co  ro  ll.  2. 

94..  Primo  ergo  fi  quantitas  V fit  tantum 
Rindtio  ipfarum  x et  j nullam  diffcrcntialitira  ra- 
tioDcm  inuoluens,  vt  fit 

tum  formula  differentialis  Vdx  integrationem  non 
admittit,  nifi  fit  N — o,  hoc  eft  nili  V fit  fundlio 
ipfius  X tantum  , quod  quidem  per  fe  eft  perfpi- 
cuum. 

Coroir.  3. 

95.  Propofita  autem  huiusmodi  formula  diflfe- 
rcntiali:  <i;</ A’ + ea  cum  forma  V dx  ob  dj  ~pdx 

comparata  dat  V~a— ideoque 

P — B.  quandoquidem  quantitates  v et  u nulla  ^ 
differentialia  implicare  fumuatur.  Erit,  ergo  ^ 

dP=dU=:dx{fy)-^d^i^). 

Quare 
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Quare  cum  criteriura  iotegrabilitsttis  poftulet  Tt  fit 
N - rr  o , 

ax  » 

* 

erit  pro  hoc  cafu  . 


feu  = , 

quod  cll  criterium  lam  Tulgo  cc^oitam.' 

Scholion  i. 

^6.  Demonflratio  huius  Theorematis  omnino 
efi  fingularis  , cum  ex  dodlrina  variationum  iit  pe- 
tita , quae  tamen  ab  hoc  argumento  prorfus  eil 
aliena  ,*  vix  vero  alia  via  patet  ad  eius  demonflra- 
tionem  pertingendi.  Tum  vero  hic_  accuratior  co- 
gnitio fiindionum  diligenter  eft  animaduertenda  , 
qua  oftendimus  formulam  integralem  fVdx  neuti- 
quam  vt  funftion^m  quantitatum  x,  p,  r ctc. 
fpedari  poiTe , nifi  reuera  integrationem  admittat. 
Natura  enim  fundlionum  lemper  hanc  proprietatem 
habet  adiundtam  , vt  flatim  atque  quantitatibus , 
quae  eam  ingrediuntur  valores  determinati  tribuun- 
tur , ipfa  fundio  ex  iis  formata  determinatum  adi- 
pifeatur  valorem  ; veluti  haec  fundiio  arj,  fi  pona- 
p mus  Afrzra  et  ^ = 3»  valorem  accipit  —6.  Longe 

^ fecus  autem  euer.it  in  formula  integrali  fydx  , cu- 

ius valor  pro  cafu  a.'— a et  ^~3  neutiquam  affi- 
gnari  poteft  , nifi  inter  j/  et  x certa  quaedam  rela- 
tio 
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tlo  ftatnatur;  tum  aatem  ea  formula  abit  in  ftin^ionem 
vnicae  variabilis.  Formularum  ergo  integralium,  quae 
integrari  nequeunt,  natura  follicite  a natura  fundio- 
num  diftiugui  debet , cum  fondiones  (latim  atque 
quantitatibus  variabilibus , ex  quibus  conflantur , de- 
terminati valores  tribuntur , ifflie  quoque  determi- 
natos valorcs  recipiant , ctiamfi  variabiles  nullo  mo- 
do a fe  Inuicem  pendeant;  quod  minime  euenit  m 
formulis  integralibus , quippe  quarum  determinatio 
omnes  [^ane  valores  intermedios  fimui  includit. 
Imprimis  autem  huic  diferimini  vniucrfa  dodrina 
de  maximis  et  minimis  , ad  quam  hic  attendimus , 
innitur,  vbi  formulas,  quibus  maximi  minimiue 
proprietas  conciliari  debet ; neceflario  eiusmodi  in- 
tegrales  efle  oportet , quae  per  fe  integrationem  non 
aidmittant 

Scholion  2- 

97.  Ad  maiorem  Theorematis  illuflratioilem 
«iusmodi  formulam  integriHcm  fVtIx  confideremus, 
quae  per  Ce  flt  iutegrabilis  , pooa musque  exempli 
gratia 

ata  vt  fit 

V—  -4- 

y yy  > ’ 

atque  ideo  haec  formula  diflferentialis 

( t.  »I ) dx 

Vol  UL  V V V fit 


Digitized  by  Google 


522 


C A P V T III. 


fit  abfolute  integrabilis ; ac  yideamus , an  TheorC' 
ma  nofirum  hanc  integrabilitatetn  declaret  ? Quan- 
titatem ergo  V diilfercnticinus , et  differentiali  cum 
forma 

V = M -f- -f- -f- Q</y 


comparato  obtinebimus: 

-i-’:  P-»-^  et  Ori  i 
j*  yy  ■>’  yy^  ^ yy  ^ > 

Cum  nuoc  fecundum  Theorema  fieri  debeat 
primo  colligimus  dififerentiando : 

dr~—tpt*xpp__i»q  gj  da 1 ^ 

d*  yy  3*  33  dx  > 33 


f«m  vero 


dd^  — L*gP  — fU. 

d X*  33t  ' 3*  33 

Ergo 

d p _ d dg  ■ — — p 1 ^ 

• Jlc  d **  33  3*  j y 

cni  valori  quantitas  N vtique  e(l  aequalia. 


Scholion 


98.  Ceterum  quando  formula  difierentialf» 
V dx  integrationem  per  fe  admittit  , ideoque  pofito 

dV  zz.  M.dx+Ndj-\-Vdp-\-Qdq-\-Kdr+  ctc. 


fecundum  Tlieorema  eft 


N — ddg 

* dxT"  di* 


d^R  r ^ 

d«»  d«» 


— ete 


o 


hinc 


/ 
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tine  alia  infignia  confeAaria  dedneontur.  Primo 
enim  cum  per  dx  multiplicando  et  integrando  fiat 

-4- -etc.  = A 

patet  etiam  formulam  N</ar  abfolute  efle  integrabi- 
lem.  Deinde  cum  hinc  porro  fiat 

/^a:(/Nia;-P)+Q.-  };  + -otc.r=  Aa:+B 

etiam  formula 
dx{f'^ix^V) 

integrationem  admittit.  Poflea  etiam  llmiii  modo 
integrabilis  erit  haec  forma 

tum  Tero  etiam  ha« 

</a:{/l/ar(/N</ar-P)-l-Q.)-R) 
et  ita  porro.  Vnde  fequens  Theorema  non  mtnnt 
notatu  dignum  et  in  praxi  Ttiliffimum  colligimus» 

Theorema  4. 

99.  dyrrpdx,  dp=qdx,  dqrrrdx, 

drr=sdxetc.  /?  V tiusmodi  fuerit  fun&io  ipfarum  x, 
y , p , q , r , s ete  vt  formula  diJerentiaUs  Vdx 
ptf  Je  Jit  integrabi&s  , tum  p^tto 

dV=:Mdx+Ndy  + Pdp4*Qdq  + R<J*‘+Sds  +etc, 

etiam  fcquentes  formulae  differentiales  per  fc  integra- 
iionem  admittent : . 

Vyt  * I; 
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I.  Formula  N</*  erit  per  fe  integralMlis 

tura  pofito  P— 

II.  Formula  ^dx  erit  per  fc  integrabili» 

porro  pofito 

III.  Formula  CXdx  erit  per  fe  integrabilxs 

deinde  pofito  R—jCidx—tK. 

\ 

IV.  Formula  fKdx  erit  per  fe  integrafail» 
Tlterius  pofito  S—ftUdx—^. 

V.  Formula  0rfar  erit  per  fe  integrabitis 

et  ita  portok 

Demonflratlo. 

Huius  Theorematis  yeriras  iam  io  praeced.  ^ 
cil  euidba  , Tode  fimul  patet , a omnes  hae  formu- 
lae integrationem  admittant  etiam  principalem  V<£ie 
abiolute  fore  integrabilem. 

C o r o 1 1.  u 

soo.  Cum  V fit  fundio  quantitatum 
P—sii 

quantitates  per  diflferentiationem  inde  derhiatae  M p 
N » P > 0.»  R «tc.  etiam  ita  exhiberi  pofTunt*^, 
ut  fit 

undit 
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▼ndc  ob  primani  formulam  patet,  fi  fuerit  fbrmuix 
\ dx  intcgrabilis , tura  etiam  fotrauiam  {.^^)dx 
lore  integrabilem. 

C o r o I L 2* 


loi.  Deinde  ergaqutique  ob  eandem  rationem 
formula  haec:  hincque  porro  iflae 

omnes  per  le  integrationem  admittent 


CoroIL  3- 

102.  Quia  tot  tantum  litterae  P,  Q,  Rete» 
adfunt , qnoti  gradus  dififerentialia  in  formula  V dx 
reptriuntur , et  fequentes  omnes  euanefeunt  , litte- 
rae germanicae  inde  derkiatae  ^ , O. , , 0 etc. 

tandem  euanefeere  vel  in  ftmftiones  folius  quantita-  - 
tis  X abire  debent  y quia  alioquin  fequentes  integra- 
bilitates  locum  habere  non  poflent. 


Exemplum- 

*o  j.  Sit  V eiusmodi  funQio  ^ vt  fiat 

xdxdd/  " 

Fadia  fubfiitutibnibu8> 
djr=zpdx  , dp^qdx  r iqziirixttu 
V ¥ T ^ 


pro- 
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]^ro  hoc  exemplo  funftio  V ita  exprimetar : 

Y P(^-^PP)'  3ypT^(i4^)  yrj^+ppY 

~ xq  *"  JTX^  X xqq 

vnde  per  differemiatioaem  elicuimus  Icqueates  va» 
lores : 

3pV(i+/>p)  __  »fi+pp)' 

3ypV(i-h/!p)  3j>(i-4-gpp) 
3>>prV(i4-pp) 

Q-  z^!l+M'  ^ vr^ppf 

^ xqq  xxqq 

R_r2llil?2‘* 

"xqq 

lam  igitur  primo  ifltcgrabilem  cITc  oportet  fbrmu^ 
lam  N</ar  feu 

Jx(i+pp)'  ipdxV(i+pp)  dq(x+i 
■“  xxq  X ■“  xyy 

xnde  (latim  patet  iutegrale  hoc  fbrc ; 

lam 
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latn  pro  fkaada:  (brmula  hidc  nacifcimur  r 

^=P-/Nix=  ^P2Xil±W  _ 3Jpy{t-hppJ 
' xq  xxq 

3y(i  + ipp)  __  5yprV(i+pp) 
xV{i-i-pp}  xqq 


1(2  Tt  integranda  fit  haec  formula; 

‘mdx-  _ ^vp^xVii-^-pp)  ydx{i-\-^pp) 

^ “ xq  xxq  xV[i-\-pp) 

^ypdqV{\^-ppy 

xqq 


CUIUS  integrale,  vel  faltem  eius  pars  ex  pofircmo 
•membro  manifefio  colligitur;  vlz:LL\^lL£1  ^ cuius- 
difierentialc  cunv  tocan»  formulam  eidkuriat  erit 


dx  — VLLfS^^iUJ, 

-Nunc  pro  terti»  formuFa  habebimus 

^ xqq  ^ xxqq  ^ xq 

3fp^(r-4-pp) 

xq 

vndc  per  dx  multiplicando  oh  dx—^  inr  vitimo 
membro  fit 


~dy{i+pp)'^  jdx(i-^ppy  2ydq  ( i -4-^p)* 
"■  xqq  xxqq  xq*~~ 

^ypdp  V ( I -^pp) 


xqq 

cuiu» 
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cuias  penultlmaoi  membrum  ileclacat  integole 


fCldx^ 


xqq 


Quarta  porro  formula  ita  erit  comparata;: 

3lr=R-/a</A:— o , 

'vndc  perfpicuum  efl  non  folum  hanc  tSidx  fed  aiam 
(jbquentes  omnes  fore  integrabries. 


Scholion- 


XO+.  Thcoremaia  haec  eo  -pulcriora  videntur, 
>qnod  eorum  demonflratio  eiusmodi  principio  inniti- 
tur, cuius  ratio  hinc  prorfus  efl  aliena  4 propterea 
quod  in  his  veritatibus  nullum  amplius  vefligium 
variationum  apparet ; ex  quo  uullum  e(l  dubium 
quin  demonflratio  etiam  ex  alio  fonte  magis  natu- 
rali hauriri  queat 


CAPVT 
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CAPVT  IV. 

\ 

DE 

VARIATIONE  FORMVLARVM 

^ INTEGRALIVM  COM PLICAT ARVM 
DVAS  VARIABILES  INVOL- 
VENTIVM. 

: ' ■ • ■:  ' '<  ' i-  •-  C i.'  ' ^ ■ 

Problema  8. 

X05. 

Pofito  v=/S3</x;  exiftente-SS  fundlioue  ^uaom* 
que  binarum  variabilium  x , j ^rumque  diSe- 
rentiaUum  ‘ 

dyzzpdXf  dp:=:qdx,  dqz=.rdx  ctc. 

fi  V denotet  fun<^ionem  quamcunqoe  ipfius  v , in- 
veftigare  variationem  formulae  integralis  complica- 
tae fWdx. 

Solutio. 

Quia  quantitas  v ipfa  eil  formula  integralis 
JfQdXy  formula  f\dx  cft  vtique  complicata.  Cum 
igitur  fundUo  V folam  quantiutem  v inuoluere  por 
patutj,  ftatuamus  </VczL</v,  tum  vero  pro  fun- 
dtionc  S3  fit  eius  differentiate 

• d^Q  — '^dx-\-^dji~^^dp-\r-Q,dq-\-^dr'\-etc. 

. VqL  III.  Xxx  ' His 
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His  pofitis  cum^varia^o  qdaefita'  fit  ^ 

Sf  V dx~f8  {Vdx)zzf{  i V ix+y  d$x), 
et  ptr  reJudionem  lupra 'adhibitam  : 

; sfx^x:^y^,W-{^x$yr^dy,$':x.).  i-u  "7 

Cum  «utejjt)  iper  - h^y poch^ G q , fiy  j i/ V’ ^ L erit 
etiam  pro  variatioru:  — verum- obi  ur/Sfl'!* 

erit  primTo  dv^fQdx  ideoque VV“LS5«.v  , tum 
vero  ; '/'u.  ■■ 

$v=iSf?Qdx-=mx~\-adx$^-d^Q$ x) , 


ac  propterea 


liincque  ‘ ’ 

SfVdx-  V ^ ir+/  ( t'58  *h  L dx f{dx$^  -(HqSx) 

feu  SfWdx^zVSx-^-fLdxfidxS^—dSQS^t).  ' ' 
Ex  praecedente  autem  '>capite  j^tet  effe  ' . 
~df83xj:z$/)8dX‘f8dx^udX(?fl-^JI+^^~^^ + E^-cte.) 

+^Ot-^e+««.) . , 

' • ■ 1 ctc.  I . 


fumto  elemento  dx  'conftahte  et  pofiio  brenitatis 
ergo  u iz. Jy  — ar/  Verum  cum  hinc  lubllitutio 
moleh.as  pariat  praeflabit  ex  primo  fonte  rem  re- 
petere j cum  1 igitur  ex 'difii^ntrali  et  variatione 
••i  y.  , ^ - quao- 
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titatls  S8  fisu  . / : -j  - Ji  -.j'  vf 

-5‘Ar(9)l<J!x  •f-SJaVV  "^dp+Gidq+pUr + eic. ) 
ob  dj-pdx  t dp-qdx  ^ dq-rdx  , dr-sdxctc. 
erit  ‘ "■  * i " "‘^n;  r:  ' ■' 

</as^S5— x)-\-^dx($p—q$xy 

~^Q,dx  {$  q—r$  x)~^etc, 

I ».  ^ 

Verum  dx^  conflans  ex’  f -79.  Ifit : 

Sj-p$xzzu-y  $p-q$x=zy^i  $q^r$x=<^-f^-; 

• • ■ ^r~x3jc=:5^etc. 

ficque  habebitur:  ( , . S J 

cuius  quidem  integrale  praebet  fliperiorem  expreflio^ 
»em.  Ponatur  nunc  integrale  fLdxzzzl  y eritque  ^ 

S/Wdx-\Sx-{-lflidx  SlQ-dS8$x)-fl{dxm-d^$xy 

Nunc  \erO  facile  colligitur  fore 
f\{dx$18-dm$x)-/wdxlm-^-§  +.^  - etc.) 

' . ri-ad^-^ye  + i-J-iiLete.) 

X X X a xnde 


5ja  CAP.VT  IV.. 

vnde  fada  fubftitutione  coacluditur  variatio  qbaeGta ; 

$/Wdx=:\$xM/adx{n--  ^ 4-  ^ - + etc. ) > . ... 

^ + I4IQ  -1  ^ + ctc. ) 

» * a X*  a X*  . 


Jit5 


r’  . 


- '^1?  + «icv) 


+'^r;Q-s+"^-eK.) 


■ -fe-(lS*-il|.  + „c.) 

+ !^(@_etc.)  . ■ ■■'  i.  ■■  ': 

Si  hic  partes  binae  priores  diflferentiatae  itemm  in- 
tegrcntur  reliquarum  fada  rcdudionc  impetrabi- 
mus loco  dl  valorem  Ldx'  reilituendo 

^/Vdxz\ix^Ldxfadx(^~  |?  4-  4-  ) 

+f(odx(  L9>- 

4 w(LO-  4.  ijjc-Hi^e-Htij.6 y 

• +J-:(l-9*-^^«4-etc.T 

• + tl^(L®-ctc.}  • 

quae 


Digitized  by  Googie 


C A P V T IV. 


53}  • 


quae  forma  videtur  fimpIiciiTiraa  et  ad  vfum  maxi* 
ne  accommodata. 

' C o r o 1 1.  I. 

io<5.  Si  eiusmodi  relatio  inter  x tx.  y quaera- 
tur, vt  integrale  fVdx  maximum  minimumue  eua* 
dat,  variationis  partes  integrales  nihilo  aequari  opor- 
tet, quod  in  genere  fieri  nequit,  fed  ad  terminum, 
quousque  integrale  fVdx  extenditur,  fpe^ari  opor- 
tet, pro  quo  fi  ponamus  fieri  Irr/L//jcr=A,  ex 
priori  forma  colligimus  hanc  aequationem  : 

o=(A-I)SR-  -H  + etc. 

C O r 0 1 L 2. 

107.  Quomodocunque  autem  haec,  aequatio 
pro  quouis  cafu  oblato  tradetur , femper  tandem  eo 
c(l  deneniendum  vt  formula  integralis  l^/Lt/xper 
differentiationem  exturbari  debeat , qua  operatione 
fimul  quantitatem  A inde  extrudi  euidens  eft;  fic- 
qne  aequatio  refultans  non  amplius  a termino  inte- 
grationis pendebit. 

Coro  11.  3. 

108.  Quod  fi  in  genere  pro  variatione  for- 
mulae integralis  f\<tx  inuenienda,  valorem  /Ldxzzl 
toti  integrali  refpondeutcm  ponamus  =A  variatio 

X X X 3 ' quae* 
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quaefifa  ita  exprimetur  : T 

$pjdxzz\$x+  ) ' 

+a>(LQ-  + Li^-4^jU6^j.L0_etc.) 

+ LSX—  + etc, ) 

• d jc'  dx  r / , . 

+ ^(L®-ctc.)  : 

vbi  A — I eft  yalor  formulae  fLdx  a.  termino  in^ 
tegritionis  extremo  ad  quemuis  locum  indefiuituni^^ 
medium  retro  iumtus.  •.  , . r , 

' I ■ '.I  » , : . ! ' 

S C h o 1 i o n.  , . 

109.  Tn  folutione  huius  problematis  com- 
pendium fe  obtulit , quq  etiam  analyfis  in  fuperori 
capite  adhibita  non  mediocriter,  contrahi  potell.  Cum 
enim  ibi  (79.J  perueoiflemus  ad  / • : 

$fVdx=V$x+f(dxSW-dW$x).ci> 

t , • , 

«fVrr  M</a+M</;  + P</;>+Q</?  + RyrH-etc.  et  . 

^VrzM^jr  + N^j'-fP^/)'fQ.^?  + R^t-+etc. 
erit 

</V— </.v(M  + Np+Pf+Q.r-hRj  + etc.) 
hineque  colligitur 

dxS\-d  \Sxzzdx{N{Sy~pSx)-\-iPSp-qSx) 

-HQ^(^^-r5a:)H7Ctc.) 

■ . , lam 
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lam  fi  breuitatis  gratia  ponatur  ^y—pSx-rzta  erit 
diflercntiandg  * u ■ 

_ . $(pdxX—J^x$x—p$dx—^()ii  at 
<,[.  .${pdx)—pd$ x^$pdx , tergo 
Sp-q$  x — j^. 

Simili  modo  hanc  formulam  difierentiando  ob 


dp—qdx,et  dq—rdx  fit 
qdk  x-^$qdx-'qdS  x—dq$x-dx{Sq— 

Tndc.  perfpicuum  eft 
pofito  Sy—pSx:r:(a 
fore.  Sp—qSx~^ 

S q-r$x=^'^d.^zz^  fumto  dx  conflante 


etc. 

Quocirca  erit 
dx^W-^dV S xzzzdx  {Na 


dx — lix* 


P db) 
~Tx 


Q.J  d ai  ■ R d*u 
dx*  “*  dx» 

- ■+■  etc.  ) 


fiquidem  diflerentiale  dx  conflans  accipiatur. 


Problema  p. 

110.  Si  fuerit  v~/?8dx  exiflente 

d^  — ^!Rdx-^^dj>-\^^dp-\-^dq-\-fJtdr+  etc.  • 

tum  vero  fit'  funiflio  quaecunquc  non  folum 

qnan« 
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qaaaticatcs 

= » = ili '•  = 11 

fcd  etiam  ipfam  formulam  intcgralem  v~f^dx  im- 
plicans inuedigare  variationem  formulae  iotegralis 
complicatae  fVdx. 

Solutio. 

Quoniam  V eft  funftio  quantitatum  »,  jr, 
p j q ^ r etc.  fumatur  cius  differentiale  quod  iit 

dW:zLdv{-M.dx+l!idy-i-?dp+Qdq+Riir+ttc. 
ac  habebitur  variatio  ipfius  V ita  exprelTa 

ar+N^z  + P^p+Q^y+R^  f+etc. 
tum  vero  notetur , ob 

, djzzpdx  ^ dp—qdx  etc.  eflc 
</ V = </ A- ( L S5  4- M 4- Np P y + Qr  + R X + e ic . ) 
et  ^ 93  — 3Jl  ^ A 4- (J/ 4- ^ ^ p + Cl  3“  ^ 4- SH  r 4- etc . 

Praeterea  habemus : 

^ o =:/ ( 93  A 4- ^a:  3 93)  = 93  3 A +/(  </a3  35  - </9S  3 a) 

. vnde  pofuo  Sy—p$xzz(n  erit  per  ante  inuenta  : 

^ V z 95  3 A 4-/</ A ( 9?  (ij  4-  4-  4- + etc.  > 

vbi  commoditatis  ergo  fnmfimus  dx  conftans. 

His  praeparatis  cum  variatio  quaefita  fit: 

3/ Vi/A  zz  V 3 a4-/(  </a3  V 3 a) 

vt 


Digitized  by  Googie 


C A P V T IV. 


537 

Yt  reduAione  fupra  inuenta  vti  potTimus,  ponamus: 
Tt  fit 

(^V=:L^v-l-^W  ct 

</W— M</jf  “i"N</y+P</p-4“Q^(/f+Rrff+  etc. 
Quocirca  nancifccmur  hanc  formam: 
Sj-Vdx-V$x+/{  Ldx$V‘-Uv$x)+f{dx$W-dW$x) 
vbi  eft 

W -i  W ^ A- =</at  ( Nm4-^^ + ^ + etc.) 
Tum  vero  eft 

dxSv-dvSxzzdxfdxiffiui-h^^^+^^^^+ctc.i 

ob  dvSx=^8dx$ X.  Quibus  fubflitutis  colligitur 
variatio  quaefita : 

$fV  dx-W  S x+fLdxfdx{'3l(i-{-^+^+^^-ttc.) 

+fdx{  N + etc.) 

Quo  iam  hanc  formam  vlterius  reducamus  pona- 
mus intcgrale  fhdx—\  ita  fumtum , vt  pto 

initio,  vnde  integrale  fVdx  capitur,  euanefcat , 
pro  fine  autem  vbi  integrale  J\dx  terminatur  fiat 
l=r:A  , ficque  fiet: 

' a/V</A=Vd.v+A/</A(9fJaj4-^^+^^4-^+etc.) 

-/Ux(^u+<^  +^+»J?+etc.) 
+/^*(N<4+^+'^+«^“+etc.) 

IU.  Yyj  ad 
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ad  quam  fnrmam  contrahendam  (htaanms: 
N-4-(A-I)5J  = N< 

P + (A-I)^  = P' 

(i-H(A-I)£lr:Qf 

R-+-(A-I)«X=R‘ 

etc. 

tc  prodeat  forma  ilii , quam  fupra  traftauimus 
fi  mi  lis 

ifVdx^WS  x-\-rdx{  N'«a+  ^ + etc. ) 

'vbi  ergo  fi  pofi  fignum  integrale  difierentialia  ipfius  u 
eliminentur,  perueniemus  fecundum  $.  86.  ad  hauc 
exprcfiiouem 

Sf\dx-Mx[  N'-  -l-  - 3^  + 3^  - etc.) 

+Vi.»+ «(I»  - 3f  + ■y  5' - 3’j;  + etc.) 
4-Contt.4-34(Q:- + -etc.) 

+«c.) 

+ir(S'-etc.) 

Conflanti  autem  per  integrationem  inuedae  eius- 
modi  valor  tribui  debet , -vt  pro  initio  integrationis 
formulae  f\dx  partes  ablolutae  ad  nihilum  redi- 
gantur, fiqutdem  prima  pars  integralis  ita  fumatur., 
•vt  pro  eodem  initio  cuanefcat ; tum  vero  "vniuer- 
fam  expreflion^m  ad  finem  integrationis , produci 
oportet  pro  quo  iam  potuimus  fieri  /Ldx  — l—A. 

CoroU.  1. 
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C o r o 1 1.  I. 

ixi.  In  parte  integrali  variabilitas  per  totam 
integrationis  extenfionem  debet  comprehendi  in  par» 
tibus  autem  abfblutis  fufRcit  refpexiffe  ad  initium 
ac  finem  integrationis , pro  vtroque  autem  termino 
conditiones  variationis  praefcriptae  fuppeditant  valo- 
res  ^ etc.  Ac  poftquam  ex  condi- 

tionibus initii  conflans  rite  fuerit  determinata  tum 
fupereff,  vt  fingnia  membra  ad  fiuem  integrationis 
accommodentur. 


C O r 0 1 1.  2. 

XI a.  Pro  initio  igitur  integrationis  vbi  I=:o, 
erit  primo: 

N'=N-fA9Ji  P'=P+Ag> ; Q^zrQ+Aa,- 


R'::rR-l-A3l  ett 

pro  difftrentialibus  vero  ob  dl^hdx  erit 


ds'  — ■ 15?  I * d W _ T «> 
T~x-~  Ti 


Adn 


et  ita  de  reliquis  fimilique  modo  pro  differentia- 
libus  fecundis 

d — Jd  N I ^ildSfl  __»dL 

'd'**'  dx*  dx*  djc  Tx~‘ 


113- 
I = A fit 


C O r O J ].  5. 

Pro  fine  autem  integrationis  , »bi 


N':^N^  F = P;  ; R'=R  etc. 

Y y y a 


valo- 
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\alores  vero  differcntiales  ita  fe  habebunt : 


dN' d N I 5«>  . 

3T— d~ 


df> 
d X 


do,'  — 


J-2-LQetc. 


fecundi  vero  gradus  hoc  modo: 

ddN'  _ d dN  _ 1 Ldgt  _ «d  L 
d X*  • d d X d X 

ddP'  ddP  _ 1 Ldg  __  VdL 

d . d X*  d X d X 


Ct  ita  porro. 

Scholion  i. 


114.  Quanquam  natura  variationum  atque  etiam 
quaehionum  eo  pertinentium  iam  fatis  eft  explicata, 
tamen  huius  argumenti  tam  dignitas  quam  nouitas 
ampliorem  illuftrationem  requirere  videntur , cum 
ne  fuperfluum  quidem  foret  eadem  faepius  inculcari. 
Cum  igitur  ante  geometria  ,et  huius  calculi  appli- 
catione ad  maxima  et  minima  vfi  fimus  ad  hanc 
do&rinam  magis  explanandam  , hic  rem  generalius 
pro  fola  Analyfi  contemplabimur.  Primo  igitur 
fpedatur  relatio  quaecunque  inter  binas  variabiles  x 
et  y , fiue  ea  fit  cognita  , fiue  demum  definienda  , 
indeque  formata  confideratur  formula  integralis  quae- 
cunque /V  dx  , quae  intra  certos  terminos  compre- 
henfa  , fcu  integratione  a dato  initio  ad  datum  fi- 
nem exten^  , vtique  certum  quendam  valorem  re- 
cipere debet.  Tum  illa  relatio  iuter  x et/,  quae- 
cunque fuerit , quomodocunque  infinite  parum  im- 
mutetur , vt  fingulis  X variationibus  quibuscunque 
$x  audis  iam  «efpondeant  eaedem  / variationibus  quo- 
que 
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que  quibuscunque  $y  audae,  vbi  quidem  obreruan- 
dum  eft  tam  in  initio  quam  fina  rationem  harum 
variationum  per  conditiones  quaeftioniim  dari  , in 
medio  autem  iftas  variationes  ita  generaliter  afflimi, 
vt  nulla  plane  lege  inter  fe  connedantur.  Tum  ex 
hac  relatione  variata  eiusdem  fbrrr;ulae  integratio 
/Wdx  ab  eodem  initio  ad  eundem  finem  expanfus, 
ieu  intra  eosdem  terminos  contentus  definiri  conci- 
pitur , ac  tota  iam  quaeftio  in  hoc  verfatur  vt  hu- 
ius pofiremi  valoris  variati  excefius  (upra  priorem 
illum  valorem  formulae  f\dx  inuelligetur.  Qui 
excefius  cum  per  S/Vdx,  qnae  forma  ipfa  eft  va- 
riatio formulae  fVdx  indicetur,  huius  quaeftioois 
folutionem  hadenus  dedimus  ita  late  patentem  , vt 
omnes  cafus  quibus  quantitas  V eft  fundio  quac- 
cunque  non  folum  ipfarum  x , p ^ y , r,  r etc. 
fed  etiam  infuper  fbrmulam  quandam  integraiem 
vz:./fQdx  vtcunque  inuoluens , in  fe  compkdatur. 

Scholion  2. 

II 5.  Quod  in  praecedente  capite  tacite  afTum- 
fimus  de  quantitate  conftante  variationi  inuentae  ad- 
iicienda  quippe  quam  pars  integralis  variationis 
fponte  inuoluit , hoc  in  iftius  problematU  folutione 
accuratius  exponere  eft  vifum.  Cum  fcilicet  in 
huiusmodi  quaeftionibus  , quae  ad  formulas  integra- 
les  reducuntur , perpetuo  ad  terminos  integrationis 
llt  rcrpicicadum  , fiquidem  integrale  nihil  aliud  eft 

Y y y 3 nili 
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ni(i  (umma  elementorum  a termino  d$to  feu  initio 
ad  alium  terminum  feu  finem  continuatorum,  haec 
raofideracio  prorlus  eflentialis  efi  omni  integrationi, 
fine  qua  idea  valoris  integralis  ne  confidere  quidem 
poteft  Quamobrem  coufiitutis  integrationis  termi- 
nis initio  (cilicet  et  fine , fiatim  ac  variationis  pars 
integralis  ita  eft  accepta  vt  pro  initio  eundat  nulla, 
tum  eiusmodi  conflantem  adiici  oportet  , vt  etiam 
partes  ablolutae  pro  eodem  initio  defiruantur  , fic- 
que  vniuerfa  variationis  exprefiio  ad  nihilum  redi- 
gatur. Quod  cum  fuerit  fadum,  ad  finem  integra- 
tionis demum  progredi  licet , vt  hoc  pafto  vera 
variatio  formulae  integralis  propofitae  ab 'initio  ad 
finem  extenfac  obtineatur.  Haec  autem  variationum 
(kxflrina  ad  duplicis  generis  quacfiioneS  accommo- 
dari potcfi ; dum  in  altero  relatio  inter  variabiles 
X et  j data  afliimitur  , et  formulae  integralis  iti- 
dem datae  jWdx  variauo  inueltigatur  poftquam  per 
totam  integrationis  cxtenfionem  variabilibus  x et  y 
variationes  quaecunquc  fuerint  tributae , in  altero 
autem  genere  ipfa  illa  variabilium  x et  j relatio 
quaeritur,  vt  formulite  integralis  fVdx  variatio 
certa  proprietate  fit  praedita  ; quemadmodum  fi  ca 
formula  maximum  minimumue  valorem  recipere 
debeat  hano>  variationem  in  nihilum  nbirc  necefie 
efl,  Vbi  iterum  duo  cafus  fe  offerunt,  prout  maxi- 
mum minimumue  locum  habere  debet , vel  quae- 
cunque  variationes  ipfis  x et  j tribuantur  , vel  fi 
tantum  hac  variationes  certae  cuidam  legi  adfiringan- 

tur. 
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tar.  Ex  quo  inanifeftum  eft  banc  Theoriam  multo 
latius  patere , quam  quidem  ea  adhuc  in  vfum  eft 
▼ocata. 

Problema  lo. 

XI 5.  Si  funftio'V  praeter  binas  Tariabiles  x, 
cum  fu  is  valoribus  dii&reatialibus 

P=H» 

etiam  duas  pluresue  formulas  integrales 
i v'zzff8‘dx  etc. 
inuoluat  Yt  fit 

<fS5  =3Jl  </x+3?  dy+<p  dp+O,  dq  ^ fft  dr  etc. 
df8‘=:n‘dx+fll^dy+^'dp-{-Cl'dq+dl'dr  etc. 
atque  di£ferentiali  fumto 

dW  zzLdv-i-Vdv' + M dx-\-  N rfy +P</p + Q.</y +ctc. 
inuenire  Tariationem  formulae  intcgralis  /\dx. 

S ol  u t i o. 

Si  huius  problematis  folutio  eodem  modo  in- 
ftituatur , ac  praecedentis , mox  patebit  calculum  a 
geminata  formula  integrali 

V /S5  dxtt9^zz/fO'dx 

non  turbari  neque  etiam  fi  plures  eiusmodi  inuol- 
Yerentur.  Quare  tota  folutio  tandem  huc  redibit , 
vt  conllitutis  integrationis  terminis  primo  integralia 
J L d X et  f V d X l' 

ita 
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ita  fint  capienda , vt  pro  initio  integrationis  enane- 
fcant , tum  vero  pro  fine  integrationis  fiat  I=A 
et  1'zrA';  quibus  quantitatibus  inuentis  (hituatur 
porro : 

N-+-(A-I)3«-t-(A'-P)5I'r=N' 

P + (A-I)^+(A'-1')^'=P' 
Q4-{A-I)a-t-(A'-l')Q':=Q!-  : 

R4-(A-I)S«-i-(A'~I0SK'  = R* 

eic. 

eritque  variatio  quaefita  , dum  vtrique  variabili  x 
et  y variationes  quaccunque  tribuuntur,  ex  praeced. 
Solution. 

N'- g ^ - etc.) 

« 4-  + etc.) 

-+-Conft.+  J^(Q|_  ig  +'<^_c,c.) 

+ J4“(S'-ctc.) 

vbi  commoditatis  gratia  elementum  dx  conflans  eft 
alTumtum. 

Corollari  um. 

117.  Si  ergo  etiam  plures  huiusmodi  formu- 
lae integrales  /fQdx  in  fundionem  V quomodo- 
cunque  ingrediantur;  expreflio  variationis  quaefitae 
inde  non  mutatur  , fed  tantum  quantitates  N' , P' , 
QJ , R^,  etc.  ex  iis  rite  definiri  conueuit. 

Scho- 
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Scholion. 

II 8.  Etfi  formulae  integralcs 
l'-fVdx 

binas  Taxiabiles  inoolauat , ideoque  valores  l^xos 
recipere  non  pofle  videntur  tamen  perpendendum 
e(l,  in  oomibus  buiusmodi  quaedionibus  femper  cer- 
tam quandam  relationem  inter  binas  variabiles  ' x 
et  j foppoid , Ctfc  ea  ibfolute  detur , fiue  demum 
per  calculum  definiri  dibeat.  Hac  igitur  ip(a  re- 
latione iam  in  vtanr  vocata  , vc.  quantitas- indar 
dindionis  ipfius  x fpedari  podit,  formulae  illae 
integrales  vtiqtte  determinatos  v^ores  ibrtteMi».  - ' 

Problema  ii.  . 

I - • 

II 9.  Si  funtdio  praeter  variabiles  x,  et  7 , 
earumque  valores  differentiales  r,  r etc.  ipratn 
quoque  formulam  integralem  uzzfiydx  inooluat, 
Tt  eius  diderentiale  fit  , 

1/ 33 -^  £ afit + X -H  91  ^ </f + SR  r 'b' etc. 

exidente  / 

isf  © — m n -f- -H  q -i- r </r4-etc. 

tum  vero  fit  V fun^io  quaecunque  ipfiirum  x ^ y ^ 
p , r etc.  infuperque  formulae  integratis 
vt  fit 

</ V = L c + M A’ -V  N + P ? 4- R r e tc . 

inuenire  variationem  formulae  integralis  /Vdx. 

Voh  III.  ZzK  Solutia 
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Solutio. 

Ex  problemate  9.  (latim  inuenimus  variatio-  . 
Bcm  formulae  integralis  f^dxzv;  conftitutis  enim 
iniegntiouis  terminis  fumtoque  integrali  I £dx—^ 
ita  vt  euanefcat  pro  integrationis  initio,  pro  fioc  fiat 
3 - a , tum  fiat  breuitatis  gratia : 

(21-3  )n  = S>I' ; = 

Q -h  ( a - 3 ) q = Q' e tc. 

erit  ex  illius  problematis  folutione : . ' - 

^ + ^ + *-cr  «C.) 

fofito  uz:.$y—p$x  et  fumto  dx  coadiute. 
lam  vero  cum  quaeratur  SfWdxch 
$fVdx=:\^x-\-J  idxSV^dS/Sx) 
pofito  breuitatis  ergo: 
d'Jzz.Ldv-^dVf  et 
vt  fit 

erit  vt  ibidem  vidimus: 

$/Vdx-y$  x+fLdxS  v-LdvS  x) 

vbi  fi  loco  dv  tt  S^v  valores  modo  iuuenti  fiibfii- 
tuantur  erit 

dxSv-dvSxz:dxfdx  + etc.) 

V 

* Nuue 
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Nunc  ponatur  fLdxi=:l  integrali  ita  fumto  vt 
euanelcat  in  integration»  initio  , in  fine  auton  fiat 
1=A,  et  habebimus 

I * 

Refiitnantur  pro  9^',  Ct',  SR'  etc.  calores  fupra 
afliimti  et  ad  calculum  contrahendum  ponatur : 

N4-(A-I)9?+(A-I)(S(-3)n=N' 
P^(A-I)^4-<A-IH91-3  P=P' 
Q-+-(A-i)a+(A-i)(«-3)<i=Qr  ■; 

R-h(A-I)  SH-(A-l)(St-l)t=R' 
etc 

ac  manifefium  eft  fore  variationem  tpjaefitam : - 

$jy  dx-Vs  X +Jdx  ( N'«+  ^ -t-  «C-) 

quae  forma  porro  euoluitur  in  eandem  exprelfionem 
quam  fub  finem  probi  9.  ( 1 10.)  9'^*™ 

ergo  hic  denuo  apponere  foret  fu perfluum, 

CorolL  I.  7 

S20.  Hic  ergo  formula  integralis  fVdx^  ca-» 
ins  variationem  afiignauimus  ita  eft  cc^m parata  , vt 
•non  folum  taiiiftio  V (formulam  iniegralcm  )^dx 
, inuolnat , fed  etiam  hiec  fundt  o 05  . aliam  formu- 
lam mtegralem  \t>dx  in  fe  compledtatur  i vbi  qui- 
dem fumftio  t>  uullam  an  piius  formulam  integra- 
lem  implicat. 

j , . . 2zz  1 CorolLi* 
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, f Corel  1.  2. 

'x*i.  Sin  antem  ce  haec  fiiiuftio  h infuper 
formulam  intcgralem  in  fe  inuoloat,  iam  laris  per» 
||ucuufn  eil  , quomodo 'tum  foluti''nem  inllitui 
oporteat;  Tiquidem  nim  valores  N', P', Q^,  K'' ctc. 
^rtes  infnpcr  'rccipienc  , ' a ^poftrema  lormtilajinte- 
grali  pendrates. 

. Scholion. 

122.  Quoaiodocuaque  ergo  foxmala  integra* 
lia  /\dx  fuerit,  cofppikata,  praecepta  baiflenqs  ex- 
pofita  omnino  fi^ciunt  ad  ,eiu$  variationem  inuefti* 
gandam  etiamfi  forte  complicatio  fuerit  infinita. 
Cum  igitur  omnes  exprelfioncs  binas  variabiles  im- 
plicantes , quaruqa  variationes  vnquam  fint  inuefii- 
gandae  vel  a formulis  integralibus  fint  liberae , vel 
vnam  plureiue  in'  fe  complebantur,  easqne  vel 
fimplices  vel  complicatas  vtcunque , huic  Calculi 
variationum  parti  , quae  circa'  duas  variabiles  ver- 
fator,  abunde ‘fatisfabum  videtur  vt  vix.quicquam 
amplius  defiderari  queat.  Quamobrem  ad  formulas 
trium  variabilium  progrediamur  ac  primo  quidem 
tales , 'quarum  relatio  per  geminam  aequationem 
definiri  ponitur  , vt  binae  variabiles  tanquam  fun- 
bioiies  tertiae  fpebari  queant,  fiue  haec  duplex  re- . 
ktio.fit  cognita  fiue  ex  ipfe  variationis  indole  in- 
veftigaUda..  , , . 


CAPVT- 
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DE 

VARIATIONE  FORMVLARVM 

; INTEGRALIVM  VARIABILES  INVOL- 
. VENTIVM,  ET  DVPLICEM 
. RELATIONEM  IMPLl- 

CANTIVM/  ‘ : 

^ 

f ' ■ • 

Problema  12.. 

, ...  ^ 

»33. 

Propofita  formula  quacanqiw  ternal  Tariabiles  » 
j' , z cum  fuis  differencialibus  cuiuscunque  > gra- 
dus inuoluence , eius  variationem  definire  t%  Tacia- 
tionibus  omnium  trium  TariabJium  oriundam. 

* t ' ... 

Solutio.-  ' / 

S’.t  W formula lifta  propofita,  cuius  "primo*' 
quaeratur  valor  variatus  W-f-5W  , qui  oritur  fi  * 
loco  Jf,  j',  z fcribantur  ipfarum  valorcs  variati 

S.4-3'2/''  ' ^ 

♦ T . - 

fimiliterquc  pro  earum  diffcrentialibus  „ , 

dx-\-d^x  \ dy-^d$y  ^ dz-^dSz 

«t  Ita' porro:  a quo  fi  ip(a  formuU  W atiforatui^  ^ 
' • ‘ 2 i i 3 " ■ reW* 
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remanebit  eius  Tariatio  ^W.  Ex  quo  intelligitur 
hanc  variationem  per  confuetam  difierentiatiunem 
obtineri  fi  modo  loco  figni  difierentiationis  fi- 
gnum  variationis  S fcribatur.  Tantum  notafie  iu- 
vabit , fi  difierentialium  variationes  capi  oporteat , 
perinde  eflfe , in  quonam  loco  inter  difierentiationis 
figna  fignum  variationis  S collocetur  , quemadmo- 
dum fupra  demonfirauimus ; vnde  fignum  variatio- 
nis perpetuo  in  poftremo  loco  poni  poterit  , quod 
eum  ad  formulas  integrales  progrediemur  , commo- 
difiimnm  videtur , ficut  ex  iis  quae  badlenus  de 
formulis  integralibus  binas  variabiles  inuoluentibus , 
fuut  tradita,  fatis  efi  manifefium. 

. / Coro  11,  I. 

x«4.  Qiioniam  z ptrinde  ac  y tanquam  fimdio 
ip&is  X fpedari  potcfi  , fi  ponatur 

djy-pifx  gj  dSz-patj, 

Cmilit.ue  modo  formulae  hinc  deriuatac  a (aperio- 
libus  uua  .difcrcpant, 

' CorolL  2. 

t * ’ 

«2  5.  Ponamus 

S)—pSx~td  et  xzzxo  ^ 

eritiuc, 

4fy-pdix~^dx^ x-dvi  ct  d$ z-^pdB x-&dxixzdnt 

-i  /i  t ^ ^ 
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«fi  fc  i licet  (lAtuamus 

iP  — a et  — A 
Tk—"  <T?  — * ♦ 

Tnie  patet  fore 

et  ^p-qJx=J-5. 

C o r o H.  3. 

%i6.  Si  vlterius  (latuamus 

■ 5f=r;'l=t)  J-;=»i5-;=Jctc. 

erit  fimili  modo  fumto  dx  conflante 
ficque  deinceps. 


SchoHon 


I. 


X27.  Sine  ergo  formula  varianda  habuerit' 
Talorem  finitum  fiue  infinitum,  fiue  euanefcenrem 
ope  horum  praeceptorum  eius  variatio  perinde  ac 
fupra  inueniri  potefl , neque  enim  haec  praecepta  a 
fuperioribus  dilcrepant,  nifi  quod  hic  duplicis  gene- 
ris valores  difierentiafes  , alteri  litteris  latinis  />,7, 
r , s ttc  alteri  germanicis  p , q , r,  $ etc.  indicati 
introduci  debeant,  cuius  rei  ratio  in  eo  eft  fi ta  quod 
bic  vtraque  variabilis  y et  z tanquam  fundio  ipfius 
X 'fpcAari  potefl.  Sin  autem  vnica  aequatio  inter 
ternas  coorJinatas  daretur  vel  quaereretur  , litterae 
hic  iutrodudtie  p et  p nullos  habiturae  elleut  valo* 

res 
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res  ceatos , cum  falua  illa  aequatione  fixiones  ^ 
et  ^ omnes  omnino  valores  recipere  po0^C.  Omiffis 
autem  his  litteris  ipfisque  diilereatialibus  in  calbulo 
relicJtis , etiam  pro  hoc  cafu.  regula  in  folutioae  ex- 
pofita  variationem  declarabit. 

SchoHon  2. 

128.  Supra  iam  notaui  hunc  cahim  trium 
variabilium  quarum  relatio  gemina  aequatione  defi> 
nitur  y follicite  efle  diftinguendum  ab  eo , vbr  relv 
tio  vnica  aequatione  definiri  affumitur. , Difcrimen 
hoc  ex  Geometria  clariiflime  illuftratnr , vbi  ternae 
variabiles  vicem  ternarum  coordinatarum  - gerunt ; 
totidem  autem  in  calculo  adhiberi  oportet  non  fo- 
lum  quando  quaeftio  circa  fuperficies  veriatur,  fed 
etiam  quando  liaeae  curuae  non  in  eodem  plano 
fitae  funt  explorandae.  Atque  hoc  quidem  cafu 
pofteriori  determinatio  lineae  curuae  duas  aequatio* 
nes  inter  ternas  coordinatas  poftulat , ita  vt  binae 
quaeuis  tanquam  fundiones  tertiae  fpe«fiari  poflint. 
Superficiei  autem  natura  iam  vnica  aequatione  intep 
ternas  coordinatas  definitur , ita  vt  vnaquaeque  tan- 
quam fundlio  binarum  reliquarum  fpe<fiari  queat , 
vnde  ingens  difcrimen  in  ipfa  tradatione  oritur, 
Praefcns  igitur  caput  inleruire  poterit  eiusmodi  li- 
neis curuis  indagandis  quae  non  in  eodem  plano  fitae 
maximi  minimiue  quapiam  gaudeant  proprietate. 

Proble- 
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Problema  13. 

lap.  Si  V fiierit  fun£lio  quaeainqae  trinm 
variabilium  x , y ^ z earuin  infuper  diflerentialia 
cuiusque  ordinis  implicans  eaeque  variabiles  varia- 
tiones quascunque  recipiant , inuenire  variatioucift 
formulae  integralis  fVdx. 

Solutio. 

Quaccunque  di&rcBtialia  in  idin<^ioaem  V in- 
grediantur ea  his  fadis  rubditutionibus : 

dy^zzpdx dp—qdx;  dqz=rdx  i dr~sdx  ctc. 

dz  — pdxi  dpzzqdxi  dq  — tdx;  dt~€dx  ctc. 

tollentur , et  quantitas  V erit  fundlio  quantitatum 
finitarum  x , y,  z,  p , q,  r,  /etc,  p,  q,  r,  d etc. 
Eius  ergo  dififerentiale  huiusmodi  habebit  formam: 

N///+P</p-f-Qrfy+Rrfr-l-S</x-H  etc. 

+'3ldz  </q + 91  </r  etc. 

vnde  mutatis  fignis  diflerentiationis  d in  ^ firnu! 
habebitur  variatio  ^V.  Ex  fupra  autem  demcinftra- 
tis  etiam  pro  hoc  cafu  trium  variabilium  habebitur 

S/Wdx-f{  WdZx+dx$W)-  \$x-^fidx$V-dV^x). 
Vol.  III.  A a a a At 


Digitized  by  Googie 


C A P V T V. 


55+ 

At  faAa  fubftitutioQe  fiet 

ar+NJy+P^  + R3'f+etc. 

4- 9?  + Cl  Jq + SRJ  r +- etc. 

' — M ^ :t  — Np5'  X—  ?qSx—Qr$x—Ks$x-  etc. 

— ar— Or<5"j:— etc. 

Quodfl  iam  breuitatis  gratia  (latuatnus 

$y  ^pSx—a  et  $z^pSx—xo 

fumto  elemento  dx  conflante,  ex  §.  125.  et 
1x6.  erit 

^p-?Jar=5-“  ; Jp-q^a;=J-» 

^q-rSx-^  i 

etc. 

▼nde  variatio  quaeGta  hoc  modo  commode  expri- 
metur 

CNu  + 

quae 


PJm  j_  Qdiui  , Rd»u  1.»»,  1 

■£T  + -33F-  + iiT-r  etcy 
j_  ajjw  j Ki»»  j_  r 

sr  ^ 4^5"+  '3i*“+®‘^-3 
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quae  vt  fupra  ad  hanc  formam  reducitur  : 
J/VrfAr=+/o.^A(N-g  + ^-  g + g-_etc.) 

+ fi?  - ^ + _ etc. ) 

+ V5*  + -(P-t+“-S +''<:•) 

+Cona + n)  ( ¥ - g + ^ - £«  + «c. ) 

+ M^Q,- fi + 54? -«<:■) 
+i-:<a-4|  + '^-ctc.)  ■ 

+ 4^(R-J-4  + «c.) 

+ J^(S  - etc.  ) 

cuius  indoles  ex  fuperioribus  (atis  eft  manifefta,  ea- 
demque  circa  conflantis  additionem  funt  oWeruanda. 

C o r o 1 1.  I. 

130.  In  hac  folutione  ambae  variabiles  >-  et  * 
tanquam  funftiones  ipfius  x fpcftantur , flue  iam 
fint  cognitae  flue  demum  ex  variationis  indole  de- 
finiendae. Neque  etiam  formula  integralis  /Vdx 
certum  eflet  habitura  valorcm  , nifi  tam  j quam  z 
per  X determinari  conciperetur. 

A a a a 4 Coroll.  a.’ 
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C o r o 1 1.  2. 

131.  Si  formula  V</.v  per  fe  fit  integrabilis , 
nulla  afTumta  relatione  inter  ternas  variabiles,  varia- 
tio integralis  fYdx  nullas  quoque  formulas  inte- 
grales  inuoluere  poteft,  ideoque  necefTe  efl  vt  tum  fit. 

« Vt  + f -^-etc.  =0. 


C O r 0 1 1.  5. 

13*.  Viciflim  etiam  fi  hae  duae  aequationes 
locum  habeant,  hoc  certum  erit  criterium  for- 
mulam differentialem  \dx  per  fe  integrationem  ad- 
mittere , nulla  inter  variabiles  ftabilita  relatione. 

Exemplum. 

133.  hoc  criterium  magis  illuftremus  fu- 
mamus eiusmodi  formulam  per  fe  integrabilem  , fuque 

fVdxr:  — t5  , 

X dz  * p;  » 

vnde  fit 

V r:: -f-  £. -i_ *_?  — 

Ex  cuius  di£&rentiatione  colligimus  N”o  , et 
P = ^ -+-i  - ^ ; Q—  ^ porro 

^p,-  ~ ^ et  r^. 

lam 
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Ion  pco  prima  aequatione  ob  N=o  fieri  oportet 
= o fcu  P-^^nConft. 

cuius  veritas  ex  differeotiaiionc  ipfius  Q ftatitn  fit 
perfpicua. 

Pro  altera  aequatione  ' 

- rl  = 0 ♦ 


quia  hinc  cfi 

primo  neceffc  eft  vt  integrabilis  exiftat  haec  formula 
9i>Jx  — — f — -H 5^—  - , 

2'C»'*  — *jcp  ~*P  *PP  * 

vndc  ob  qdx~dp  manifcfto  fit 


Supcrcft  ergo  vt  fit 


Verum  ditereutiando  0==j/,  vtrinque  perfcdla 
aequalitas  refultat. 


Scholion  i. 

134.  Quodfi  ergo  quaeftio  huc  redeat,  vt 
formulae  iutegrali  /W dx  valor  maximus  minimusue 
fit  conciliandus,  tum  ante  omnia  in  eiuf  variatione 
ambas  partts  integralcs  idque  feorfim  nihilo  aeqpari 
oportet  f propterea  quod  vtcunque  variationes  con- 

Aaaa  3 ftituan- 
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ftituantur  , variatio  SfVdx  fcmper  debeat  euaaefcere, 
vnde  duae  emergunt  aequationes  iftac  , 


M _ ^ , ddO,  __ 

0 X d X*  d X* 

m djf  d d Q 91 

dx~^  d X»  d X» 


— etc.  rr  o 

dx* 

j*-®  — cte,  r:  o 

d X* 


et 


quibus  duplex  relatio  inter  ternas  variabiles  ar,  z 
ita  exprimitur  , vt  deinceps  tam  y quam  z re<fle 
tanquam  funftio  ipfius  x fpedari  pollit.  Quando 
autem  hae  aequationes  funi  difUrentiales  idque  al- 
tioris  gradus  , totidem  vtrinque  conrtantes  arbitra- 
riae per  integrationes  in  calculum  inuehuntur,  quoti 
gradus  vtraqiie  fuerit  diflerentialis.  Has  vero  con- 
flantes deinceps  ita  definiri  oportet,  vt  conditionibus 
tam  pro  initio  quam  pro  fine  integrationis  formu- 
lae fVdx  praeferiptis  fhtisfiat  quod  negotium  eo  re- 
dit, vt  praeterea  variationis  partes  ablblutae  ad  ni- 
hilum redigantur.  Primo  fcilicet  conflans  ita  defi- 
niri debet , vt  conditionibus  pro  initio  praeferiptis 
fatisfiat , vbi  quidem  ex  quaedionis  indole  particulae 


f.i  m d)  d 10  d d u 

d“S  > Ii  , Tir 


d d 10 

d X» 


etc. 


definitos  valores  fortiri  folent.  TUm  vero  cum  idem 
circa  finem  integrationis  vfu  veniat  , ex  fingulis 
conflantes  per,  integrationem  ingreffae  determina- 
buntur. 


Scholion  2. 


135.  Plurimum  conducet  hic  obferuafle  membra, 
quibus  variatio  $/\dx  exprimitur,  fponte  in  duas 
clafTes  difpcfci,  in  quarum  altera  litterae  tantam  eae 
, ' ' con- 
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confpiciuntur  , quae  ad  variabilitatem  ipfius  y , feu 
ad  eius  habitum  refpeAu  x referuntur,  idque  ita  ac 
fi  quantitas  s conftans  effet  affumta  , altera  vero 
clafTis  fimilcs  literas  a variab  litate  ipfius  z tantum 
pendentes  , continet , quafi  quantitas  y effet  conftans. 
Ex  quo  colligere  licet , fi  etiam  quarta  variabilis  v 
accedat , quae  vt  fundlio  ipfius  x quoque  fpediari 
queat,  tum  ad  illas  duas  claffes  tertiam  infup.r  effe 
adiiciendam  , quae  fimilia  membra  a variabilitate 
folius  v pendentia  compleiftatur.  Quocirca  folutio 
hic  data  fpedfari  poteft  , quafi  ad  quotcunque  varia- 
biles extendatur  , dummodo  tot  inter  eas  aequatio- 
nes dari  concipiantur , vt  omnes  pro  fundionibus 
vnius  haberi  queant.  Etfi  ergo  hoc  caput  tantum 
tres  variabiles  prae  fe  fert  , tamen  ad  quotcunque 
pertinere  eft  intelligcndum , fi  modo  eiusmodi  con- 
ditiones proponantur  , vt  tandem  per  vnam  reliquae 
omnes  determinentur.  Talem  autem  conditionem 
formulae  integrales  huius  formae  fVdx  neceffario 
inuoiuunt ; quotcunque  enim  variabiles  in  quantita- 
tem V ingrediantur,  expreffio  f\dx  certum  valo-  . 
rem  definitum  omnino  obtinere  nequit  , nifi  omnes 
variabiles  tanquam  fundliones  vnius  x fpedari  que- 
ant. Longe  aliter  autem  eft  comparata  ratio  ea- 
rum formularum  integralium , quae  ad  duas  plurcs- 
ves  variabiles  a fo  inuicem  minime  pendentes  refe- 
runtur. 


Proble- 
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Problema  14. 

135.  Si  fundlio  V praeter  tres  variabiles  x ., 
y , 2 carumque  dificrcntialia  cuiucunque  gradus  iu- 
fuper  iiiuoluat  formulam  integralem  v—f^QdXf  vbi 
93  Ht  funiflio  quaccunque  earundem  variabilium  x , 
y , 2 cum  fuis  differcntialibus  inueftigare  variatio- 
nem formulae  integralis  fSdx. 

Solutio. 

Vt  fpecies  laltcm  differentialium  e cakalo 
tollatur , ponamus  vt  ante  : 

dy—pdx^  dprizqdx^  dq  — rdx^  dr  — sdx  ttc. 
dzxzx>dx,  d^z^(\dx  , d^  — xdx^  dtzzidx&ic. 
ac  fiinftione  V differentiata  prodeat 

<A^— L</v+Mrfx+Ni/j'+P^//H-Q//7-t-R//r+ctc. 

Q</q+-SXd!r-l-  ctc. 

tum  vero  ob  dv  — %dx  fit 

(m::^Wdx+Wdy+?'dp+<^dq+K'dr+  etcl 
+9iV2+^'db+OVq  ffXVr-i-^tc. 
vbi  ob  defedlum  litterarum  iisdem  accentu  diftinftis 
ttor.  Hinc  autem  fimul  earundem  quantitatum  V 
et  93  va-iationes  habentur.  lam  cum  quaeratur 
variatio  SfWdx,  habebimus  primo  quidem  vt  ante 
Sf\dx—W$x-\-f{dxSW-dWSx) 

vbi  cum  valor  ipfius  V non  diferepet  a praecedente» 

nifi 
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oifi  qnod  bic  ad  eius  diilerentiale  </V  accedat  pars 
"Ldv—LfBdx  et  ad  Tariationem  dV  luec  pars 
l,Svz=:L$/f8dx  i etiam  tariatio  quaefita  $f\dx 
forma  ante  inuenta  exprimetur,  ii  inotto  ad  eaiii  ad* 
iiciatur  hoc  membrum : 


fh{dxSff8dx-i8dx9xy=fhd^if^dx-^$x) 

^ui^  Tero  !bf’mttla  intcgralh  f^dji  eadem  eft  qtftft 
in  problemate  praecedente  eft  tradata ii  xt  iln  fe* 
cimus  , flatuamns 

9jr-p9xz=U  et 


elehieAto  dx  conitante  aiTumto^' habebimus 


. , -4- 

$f^x-^$jttrdx  1 • • I' 


^ -H  ctc. 

0X* 


w 


Wd^m 

<u* 


etc. 


Ponamus  iam  inte^ralejTL<fx=:i  li  fcilicet  ita  ca* 
piatur  , \t  pro  initio  integi^tionis  ^Uanefcat , tum 
Tero  pro  termino  intentionis  fiat  1=A,  quo 
fido  pro  tota  integrationis  pxteh/lone  erit 


JUx(5/^x~^9x)=^(A>^m 


■fete. 


Nunc  igitur  introducamus  fcquenter  abBreiUatiohe^ 
N+(A-I)N>=:N"  r 
P4i;A-I)P>  = PVi  gl+fX-Wrrf"* 


R+(A-l)R'=^  i SK+(A-I)5X'=3r 


etc. 


etc. 


n/:  ni. 


Bbbb 


atque 
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atque  manifeftutn  eft  variationem  quaefitam  ita  ex- 
preflain  iri : 

SJ  yjxzVix+fdx 
quae  etiam  vt  ante  euoluitur  in  hanc  formam ; 

J-f  + «c- ) 

+VJjr+u(P'-'^  + “^  - ^ + «c.) 

+Conft.+»(1S'- ^ + «t  ) 

+ 4^ff(R'- jf + «K-) 

+ ‘^(S"-CtC.) 

+45(e*-«c.) 

vili  neminem  oflimdat  fignum  nihili  litteris  faffixum 
iiquidem  non  exponentem  denotat , fed  tantum  ad 
has  litteras  ab  ii^em  nade  poilus  di^gueodas  ad- 
hibetur. 

» • ^ 

, . CbroU.  1. 


1 


dx 


Q?dJai 

dx' 


R“d»u 

Kir- 


CX^ddto  I g°d»n>_ 
dx^ . • ^ djc* 


etc. 

eto 
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Coro  11.  I. 

*3*7-  Si  igitur  formula  iotegnlis '/ V ha- 
bere debeat  valorem  maximum  vel  minimum  , va- 
riationis inuentae  bina  membra  priora  (latim  nihilo 
aequalia  flatui  oportet , vnde  duae  refultant  aequa- 
tiones difllerentiales  , quibus  indefinita  relatio  vtriui- 
que  variabilis  y et  z id  x definitur. 

C o r o 1 1.  2. 

138.  Etiamfi  hic  conditionum  ^ quae  forte 
pro  initio  et  fine  integrationis  proponantur uoa-- 
dum  ratio  habetur  , tamen  ea  iam  occulte  io  cal- 
culum ingreditur , quia  litterae  I et  A terroint» 
integrationis  refpiciunt.  Interim  tamen  eae  in  ipfa 
aequationum  diflerentialinm  -tradatione  itetum  ex 
calculo  expelluntur  j dum  enim  formula  ioecgralis 
/Ldx=:l  eliditur,  fimul  quantitas  conflans  A egre- 
ditur. 

C O r O 1 1.  5. 

139.  Expeditis  autenr  aequationibus  his  dua- 
bus dificrentialibus  , idque  generalifilme  , vt  totidem 
conflantes  arbitrariae  in  calculum  inuehantur , quot 
integrationes  inflitui  oportuit,  tum  demum  ad  con- 
ditiones vtriusque  termini  integrationis  formulae 
fVdx  efl  attendendum  , quandoquidem  hinc  ex  re- 
liquis variationis  membris  abfolutis  illae  conflantes 
determinari  debent. 


Bbbb  a 


Scholion. 
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Scholion. 

140.  Sdltttio  huius  problematis  ita  eft  compa** 
rata  Yt  iam  facis  fit  pe^picuum,  queroadmodum 
etiaiBi  forisuilas  magis 'Cobi  plicatas , veluci  fi  fundio 
V plures  (orinuJas  incegraks  iouoiaac , vel  fi  quo- 
que  hmdio  S3  formulas  nouas  iutegrales  compkida- 
tur , expediri  conueoiat  Quifl  etiam  nuoc  efi  roa- 
nifefium , fi  huiusmodi  formulae  integrales  plures 
tribus  variabiles  cootineahc,  quomodo  tum  variatio- 
nes inueniri  oporteat , atque  adep  noai  fpkm  tae- 
dijofiim  fed  etiam  fup^^m  foret  fi  copiofiits  hoc 
ajgumeutum  perfequi  velkro.  Ad  partem  igiWijr 
hpius  dodriiiae  altqram  osulto  abfirufioren  progre- 
dipr , vbi  qti?m  relationes  iuter  ^variabilea  conlU- 
tytis  diiiae  .pluresue  a fe  inuicem  flUoJUne  peodeotes 
ip  xeUuqwtntur, 


CAPVT 
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5^S 


DE 

variatione  formvearvm 

DIPf ERENTIALIVM  TRES  VARIABILES 
INVOLVENTIVM,  QVARVM  RELA- 
TIO VNICA  AEQVATIONE 
CONTINETVR, 


Problema  15. 

X+I. 

Propo.fita  aequatione  inter  trea  Tar4abrles  4;,  j»  et  z, 
quibus  variationes  quaecunque  Sxj  Sz  tri- 
buuntur , definire  variationes  formularum  difleren- 
tialium  prinni  gradus: 

?=(fp  « 

Solutio. 

Cutn  voictt  aequatio  inter  tres  variabiles  dari 
ponitur , quaelibet  .earum  tanquam  fonAm  binarum 
reliquarum  fpedlari  poteft.  Erit  ergo  z fnn^io 
iplarum  x tt  f ^ et  meminiffe  hic  oportet  expr^f* 
fionem  (^)=P  denotare  rationem  diflfcrentialium 
ipfarum  a;  et  X|  (I  in  aequatione  illa  data  hae  Iolae 

Bbbb  3 
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5<y<T 

Tt  variabHcs  tridlcntur,  tertia  y pro  conflante  habita, 
quoi  i.icin  de  altera  formula  (jj)eft  tenenduncu 
Simili  m<xlo  ipfae  quoque  variationes  Sx  y Sy  y $z 
vt  funftiones  infinite  paruae  binarum  variabilium , af 
et  y fpeclari  poflunt , quoniam  fi  etiam  a - tertia  « 
penderent , haec  ipla  eft  fundlio  iprarum  x et  j'  j 
vnde  fimul  intelli^itur  quid  ifiae  formulae 

fignificent.  Cum  igitur  valor  variatus  formulae 

fi  fcilicet  hic  variabilis  y conflans  fumatur , erit 
hac  conditione  obfcruata  ■ 


P+^P—i 


d z -f-JSz 
eTx  -t-  dS  X 


d z 
d X 


d 5 z dzi  S X \ 

dx  dx*  f 


propterea  quod  variationes  et  $z  prae  x et  s 
euanefcunt.  Hinc  ergo  ob  [^)=p  habebitur  varia- 
tio quaefita  : . . 

quarum  formularum  fignificatus,  ciim  tam  quam 
$x  fint  fundlioncs  ipfarum  x et  y y hicque  / con- 
flans habeatur , per  le  efl  manifeflus.  Simili  autem 
modo  reperietur  fore 


^P'={<^-i^)-P'{'^±y)y 
vbi  iam  variabilis  x pro  conflante  habetur. 


Coroll.  z. 
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C o r o 1 1.  I. 

- 142.  Hic  omnia  ad  binas  variabiles  x et 

fiint  perdudla  , atque  vt  earum  fundiones  fpecSan- 
tur , non  folum  tertia  z , fed  etiam  omnes  tres 
variationes  $Xy  Sy  , Sz,  manifeftum  autem  eft , 
has  tres  variabiles  pro  lubitu  inter  fe  permutari 
pofle. 

C O r O I 1.  2. 

143*  Sufficit  autem  his  binis  formulis  pro 
diffirentialibus  primi  gradus  vti , quoniam  reliquas 
ad  has  reducere  licet , liquidem  fit 

(j*)"  7^» 

vbi  p ct  p'  funt  funtfliones  binarum  x et 


Coroll.  2- 

144.  Inuentis  ergo  variationibus  harum  dua- 
rum formularum 

reliquarum  formularum  modo  memoratarum  varia- 
tiones hinc  ficile  reperientur.  Erit  enim : 

— I- f IL5. 1 

(i?i )+ M‘ly) 

, • 

Scho- 
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Scholion  I. 

14;;.  Hic  ante  omnia  obferuo  formulas  dif&- 
rentiales  certum  valorem  habere  non  pofle,  ni&  duo 
difierentiaiia  ita  inter  fe  comparentur , vt  tertU 
variabilis , (1  tres  habeantur  leu  itliquae  omnes , 
(1  plures  adfint , conflantes  accipiantur.  Ita  hoc 
cafu  quo  inter  tres  variabiles  x ^ j et  z vnica  ae- 
quatio datur , vel  faltem  dari  concipitur  , formula 
^ nullum  plane  habet  fignificatum  , nifi  tertia  va- 
riabilis j'  conflans  fumatur,  quam  conditionem  vin- 
culis includendo  hanc  formulam  innuere  confueue- 
runt,  etiamfi  ea  tuto  omitti  po^nr^  quoniam  alio- 
quin  ne  vllus  quidem  %nificatua  ade0et.  Quod 
quo  magis  perfpicuum  reddatur,  quaecunque  aequa- 
tio inter  temas  variabiles  a* , 7 , z proponatur , ex 
ea  valor  ipfius  z elici  concipiatur,  vt  z aequetur 
certae  funftioni  ipfarum  x et  ^ , ei  usque  fuinto 
dHfcrcntiaK  prodeat  dz::::pdx-+-p'dy  ^ vbi  iterum 
p et  p'  certae  erunt  funaiones  ipfartira  a:  et  ^ , id- 
que  tales  vt  fit  (^)— ■ Sumta  nunc  r con- 
flante fit  dz—pdx  feu  fiimta  .autem  x 

conflante  prodit  Tura  vero»  etiirn  manL- 

feflum  efl  fumta  z' conflante  fore  hoius- 

a X ' 

modi  autem  formulas , excludi  conueoidt quando 
tam  z quam  variationes  dar",  et  $z  vt  fundio- 
aes  ipfarum  x et  / repradentamus. 


Scho- 


Digitized  by  Google 


C A p V T VI 


i^9 

. SchoHon  2. 

X4<y.  Ex  Gediretria' hoc  argnmeottim  molto 
clarius  illaftrarc  licet.'-  Dertottnt  e>iim  tres  noftrae 
Tar  abiles  x^yy  z ternas  coordinatas  A X,  X Y,  Y Z,  F*g.  ♦. 
inter  quas  aequatio  propofita  certam  quaadam  faper- 
ficiem  aCTignabit  , in  qua  ordinata  YZ  — z termi- 
nabitur, quae  vtique  tanquam  'certa  fiiudiio  binaruot 
reliquarum  AX  — a:  et  XY~y  (peiflari  poteft,  ita 
Vt  fumtis  pro ‘lubitu  his  binis  x cty,  tertia  YZr;? 
ex  aequatione  propofita  determinetur  QjiodG  iam 
alia  fnperficies  quaecunqoe  concipiatur  ab  i(h  infi- 
nite parum  difirepans , eaque  ita  cum  hac  compa-; 
retur  , vt  eius  'punAum  quoduis  a;  cUm  propofitae 
pundto  Z conferatur'/ ita  tamen  Vt  interuallum  Zz 
llt  iemper  infinite  paruum , Tariationes  ita  reprae- 
fentabuntur  , vt  fit  ' ; 

Sx-Ax-AX-Xx ; Syzzxy->.XY  et  ^2f=:yx-YZj 

«t  cum  hae  variationes  }»»rfiis  arbitrio  noftro  per- 
mittantur, neque  vllo  modo  as  fe  inuicem  pendeant, 
eae  etiam  tanquam  .funAiones  binarum  x tt  y> 
dari  poflfunt , idque  ita  vt  nulla  a reliquis  pendeat, 
fed  vnaquaeque  pro  aiintrio  fingi  queat.  Quin  etiam 
hinc  iotelligitur , quoniam  fu  perficies '^proxima  a 
propofita  dtuerfa^efle  debet,  neutiquam  fore 

S zzxpS  x-i-f  $y  , 

fiquidem  pro  fuperficie  propofita  fuerit 
dzzzp^x-{-j/dy 
..  y«i.  UL  c c c c 
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alioquin  pundum  z foret  in  ei^em  fuperficie , ex 
quo  omoino  ternas  fundiones  ipranim  .r  et  y pro 
variatiodibus  Sy  et  $z  ita  comparatas  eile 
oportet , vt  non  iit 

S z‘^p$  x~\-p'$y  

ied  potius  ab  hoc  valore ' quomodocunque  difcrepet; 
\h\  quidem  imprimis  notandum  efl,  bas  fundiones 
ita  late  patere  , t t difcontinuae  non  , excludantur  | 
atque  adeo  pro  lubitu  Yariationes  tantum  in  vnico 
pundo  vel  (altem  exiguo  (patio  conditui  queant. 
Ne  autem  hic  vili  dubio  locus  relinquatur , probe 
notandum  eft;  ex  eo  quod  ponimus  z eiusmodi 
fundionem  ipfkrum  x et  / , vt  iic 

dz=pdX’\-p'dy , 

minime  feqoi  fore  quoque  . ........ 

' S zzzpS X’^pf  Sy  ^ 

quemadmodum  fupra  aflumfimus , propterea  quod 
hic  ipfi  z propriam  tribuimus  variationem  neuti- 
quam  pendentem  a variationibus  ipiarum  x et  y. 

Problema  i5. 

147.  Pmpofita  aequatione  inter  tres  variabiles 
*♦>'»  «»  quibus  variationes  quaecunquc  dx,  , 
Sz  tribuuntur  , inueftigare  variationes  formularum 
difierentialium  iKundi  gradus : 

r'=(^)  tt  r=(4^). 

• Sedatio. 
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Solutio. 

- 'Hic  iterum  z fpedatur  it  fimdio  ip&rom  x 
et  j , quarum  etiam  .fune  fuodiones  ternae  Taria- 
'tiones  Sx  , $y  , '^z  nullo  modo  a le  inutcem  pen- 
dentes. Qiioniam  in  praecedente  problemate  pofut- 

mui  ' , - 

. p=(r:)«r=<b*)-  . 

bis  formulis  in  fubfidium  Tocatis  habebimus*  . 


hicque  ratio  variationum  et  cft  habenda 
quas  inuenimus ; 

Simili  ergo  modo  calculum  fubduceado  reperiemui 
primo : . i . 

■vbi  (4i^)  inucnitur  fi  valor  ^pdifi&rentietur  pofita 

j conflante , ac.  difierentiale  per  dx  dittiiUtUT)  vndo 
oritur:  • 

▼nde  concludimus : 


Eodem  modo  ob  erit 

. « i'. 

' C c c c a ideo* 
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ideoque 

Alter  autem  valor  = fimili  modo  traftatui 
praebet : 


cuius  valoris  ab  illo  dilcrepantia  incommodum  in- 
Toluit  'mox  accnratiux  eieaminandut».  £x  terti* 
autem  formula  elicitur  : 


Scholion.-  r.' 

148.  Io  originem  difcrepantiae  rariationis 
ex  gcnniaa  calore  • ' " > 

= — V- 

natae  inqulfiturus , obferuo  in  his  formulis  caria* 
tio^m  exprimentibus,  vel  quantitatem  x vel  quan- 
titatem -y  pro  conAaoti.  hab^i , prouT  denominator 
cuiuscunque  membri  declarat.  Verum  fi  quanfita> 
tem  X conflantem  imnere- firninnus vtcuaque  in- 
terea^ altera  j mutabilis  exidit,  natura  rei  podulat  , 
vt  etiam  variationes  ipQus  x nullam  mutationem 
fubeant , quoit  autem  (ecus  eucnit,  fi  variatio  Sx 
quoque  a quantitate  pendeat,  quod  , idem  de  aJtecq 
variabili  y , dum  conflans  ponitur  , ell  tenendum. 
Ex  quo  manifefium  eftf , ' fi;  vanationes  ^ x 'er  $y 
fimul  ab  ambabus  vartabilibu*  x &.  y penderc'  fu- 
. . , ' inamur. 
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aumtaty  id  ipfi  hfpothcii , qaa  alceruttm  perpetod 
coadtas  peniinr  aduerCiri.  ^amobreiti  hoc  tocom-i 
modum  ^icer  vitari  oequit-  nifi  ftarnamos  Tanarh»! 
oett)  ip4ui  :r  protfus  non  ab  aketa  viriabili^,  n<^ 
que  huius  variiKiotKm;  ab  altera  x pandem.  Sto 
autem  per'  ibbrn  a? , er  d>  per  folaiti  f 4eter« 
Hiinatuf , vt  (it  cc 

, (*^')  = 0 « ('^  ) = 9 
trit  etiam  i, 

(IJIf  >=»«  <'ra7)  = ‘> 

(icque  ambo  illi  valores  difcrepautes  pro  S q'  inueatt 
id  coal^ttm  perducuntur. 

Scholion  2. 

X49.  Omnibus  autem  dubiis  iof  hac  inueiliga- 
tione  felicUilme  occurremus,  fi  (bli  quantitati  z va- 
riationes tribuamus ,,  binis  reliquis  x et  y plane  .in- 
variatis  reli&is,  ita  vt  fit  tam  Sx—o  quam  3>ro, 
quo  paiflo  non  folum  calculo  coniulitur , fed  etiam 
vfus  huius  calculi  variationum  vix  refiringitur. 
Quodfi  enim  fuperficiem  quamcuaque  cum  alia  libi 
proxima  comparamus , nihil  impedit , quominus 
fingula  psopofisa;  fitpcrficiei  punda  ad  ea  proximae 
punda  referamus , quibus  eaedem  binae  ceordioat<|e 
X et  y refpondeant , folaque  tertii  z variationem 
patiatur.  Quin  etiam  haec  foppofitlo,  cum  sd  Ibr- 
nmlas  iotsgraics  progrediemur  eo  magis  cfir  neoe£&^ 

Cccc  3 ria 
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ria  quandoquidem  femper  totum  negotium  ad  etui-^ 
modi  formulas  integniles  perducitur  , quae  du{dicem 
iotegratioqem  requirunt , in  quarum  altera  fola  x 
in  altera  vero  fola  y vt  variabilis  tradatur ; nili 
ergo  harum;  variationes  nullae  ftatuaotur  , maxima 
incommoda  inde  in  calculum  iaueherentur  i qui 
cum  per  fe  plerumque  fit  difficillimus  minime 
confultum  videtur , vt  ex  hac  parte  difficultates 
multiplicentur.  Quamobrem  hanc  tradationem  ita, 
fum  expediturus,  \t  tn  pofterum  perpetuo  'binis  va- 
riabilibus X ct  y ( nullas  • plane  variationes  tribuam 
Iblamque  tertiam  z variatione  quacunque  $ z augeri 
affiimam vbi  qUidem  $ z vt  fundionem  quamcun» 
que  ipfarum  a:  et  j'  flue  contiuuam  fiue  diicontinuam 
fum  fpedaturus.  . . , 

i . . * ^ 

Problema  i/.  - . , 

‘t  50.  Si  a fuerit  'fiindio  qiiaecunque  ipfarum 
X eique  tribuatur  variatio' a pariter  vteun- 

que  ab  ar  et  > pendens , inuedigare  variationes  for- 
mularum omnium  diffirentialium  cuiuscunque  or-’ 
dinis.'  . > . * 

Solutio. 

Pro  difierentialibus  primi  gradus  habentur  hae 
duae  formulae  r 

quarum  vatiationes  cum  x et  y nullam  variationem 

pati 

/ 
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concipiantur , ex  fupra  inuentis  ita  habebunt : 

Pro  differentialibus  fecundi  ordinis,  hac  tres  formu- 
lae habentur: 


r=i^) « 

Ita  vt  fit  , ■ 

tjuarum  variationes  ex  ^ praecedente  problemate  ofa 
^x—o  ef  funt; 

Simili  modo  fi  ad  differentialia  tertii  ordinis  afcea> 
damus  , hi^e  quatuor  formulae  occurrunt : 

quarum  variationes  iu  exprefium  iri  manifefium  eft' 


« r: 


gr' 


~4p 


vnde  per  (e  patet , quomodo  variationes  formula- 
rum dificrentialium  fuperiorum  ordinum  fint  ex* 
primendaa 

Coro II.  I. 


1 5 X.  Hinc  iam  manifefium  eft  fore  in  genere  pro 
formula  di^rentiali.  cuiuscunque  ordinis 

eius 
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das  variationem  — i forma  ftt- 

periores  omnes  continentur. 

-'.•t  . ‘ . ■ 'i 

C o r o 1 1.  2. 

t$i.  Deinde  etiam  peripicuum  tft  iotroda- 
cendis  loco  difierentialium  primi  ordinis  litteris 
p',  fecundi  ordinis  litteris  ^ ^ y , tertii  ordi- 

nis litteris,  r,  K,  r''y  r"'',  quarti 'ordinis  litteris 
r , /y  s'/y  t"'y  6tc.  fpcciem  did&ifeatialluiD  tolli^ 
queniadm^um  etiam  fupra  huiusmodl  litteris  fpe> 
ciem  difierentialium  fu  (Iuli  mus.  , . 

ji  . ScIioHODr  !l  j1  ■ • t;rr.^ 

153.  Quoniam  binae  variabiles  J?  et  > ptorfoe 
a 'fc  inuicem  non  pendent , ita  vt  altera  ^deo 
dem  valorem  retinere  queat,  dum  altera  per  omnes 
valores  poflibiles  variatur , euidens  hniusmodi  for- 
nuifam  differentialeip  ^-5  » quippe  quae, nultivitt  plane 
fi|n»ficatum  certum  effet  habitura,  in  calculo  nun- 
quam locum  inuenire  pofle.  Contra  vero  cum 
quantitas  z fit  fhndtio  ipfarum'af  et  , hae  fbrmii- 
lac  (J^),  (J?)  et  reliquae -omnes  quas  firpra  fum 
contemplatus , definitos  habent  fj^nificatus , neque 
vllae  aliae  in  calculum  ingredi  poflTunt.  Deinde 
quia  femper- quaefiiones  huc  pertinentes  eo  reducere 
Ijcet , vt  z tanquam  fnnftio  binarum  a:  et  fpe- 
ftari  poiffit , ciusmodi  formulas  (Ji)  vbl  quantitas  z 
c:.;.’  elTet 
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etict  pro  conflanti  habita  hinc  prorfus  excluduntur, 
neque  vllae  aliae  praeter  fupra  memoratas  in  cal- 
culo admitti  funt  cendndae  , ficque  omnes  expref- 
fiones  a formulis  intcgralibus  liberae  praeter  ipfts 
Tariabiles  x y y , z alias  formulas  differentiales  noa 
implicabunt  praeter  ea?,  quarum  variationes  hic  funt 
indicatae.  ^ 

Problema  i8. 

*54.  Si  z fit  fundio  ipfarum  ar  ct  , cique 
tribuatur  variatio  vtcunque  ab  x et  pendens, 
tum  vero  fuerit  V quantitas  quomodocunque  ex  tri- 
bus variabilibus  x y y , z earumque  differentialibus 
cuiuscunque  ordinis  compofita , eius  variationem  $ V 
inucfligarc. 

Solutio. 


Vt  in  exprefTione  V fpecies  dif^rentlalium 
tollantur,  ponamus  vt  hadenus  fecimus; 


dxdy 


d)* 


• — ^ — ( d*z  \ . ,//_r  d*s  ^ 


d X-  dy 


d X dy*  ■ 


etc. 


quarum  formularum  variationes  a variatione  ipfius 
z oriundas  ita  definimus  , vt  pofita  cuidentiac  gra- 
tia ifla  variatione  $z~  (a  , qiiam  vt  fundionem 
Fol.  III.  D d d d quam- 
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qunincunque  binarum  variabilium  x ct  y fpedari 
oportet , fit 


J«"=(tiS-) 

ctc. 


Illis  autem  facflis  fubftitutionibus  cxprcfiio  propofita 
V fiet  fun(aio  harum  quantitatum  .v  , y , s , p , p', 
^9  i 9' » 9"  > ^ diffe- 

rentialc  talem  induet  formam : 

<s!Vr:L(^.v+M</y  + N</5+P<^P+Q.'^  q +K  d r 

+?'dp'+Q^dq‘  +K‘dr‘ 
+Ql'dq“  + R“dr“ 

+ R'W* 

ctc. 


Quoniam  nnnc  formula  V catenus  tantum  varia- 
tionem recipit , quatenus  quantitates , ex  quibus 
componitur , variantur  binae  autem  a:  et  j'  immu> 
nes  fiatuuntur  , eius  variatio  quam  quaerimus  erit : 

5V  — N^ai-l-P^p  -f-Q^ ^ -l-R  ^ r 

+P'^p'-4-Q<y$'+R'^r' 
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ac  n loco  variationis  Sz  fcribamus  u habebimus  va- 
riationes inuentas  fubdituendo : 

JV=:Ni-fP  (j^) 

-t-R"(J^) 

etc. 

cuius  formatio,  fi  forte  etiam  difierentialia  altiorum 
graduum  ingrediantur ; per  fe  eft  manifefta. 

Coroll.  I. 

155.  Cum  ta  Ipeftetur  vt  fun<Tlio  binarum 
variabilium  a:  et  , fingularum  partium  , quae  va- 
riationem S V conflituunt , fignificatus  eft  determi- 
natus , atque  haec  variatio  pcrfefte  definiu  eft  cen- 
fcnda. 

Coroll.  2. 

i$6.  Quomodocunque  autem  expreftio  V dif- 
ferentialibus  fit  referta  , quandoquidem  valorem  cer- 
tum indicare  eft  cenfenda  , fubftitutionibus  adhibitis 
fempcr  a fpecie  diflferentialium  liberari  debet. 

Coroll.  5. 

157.  Si  noftrac  tres  variabiles  ad  fuperficiem 
referantur  vt  fint  eius  coordinatae  AXua^, 

Y 2 =»,  fola  ordinata  YZ~z  vbiquc  incremen- 

Dddd  2 tum 


Fig.  4. 
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tum  infinite  paruum  accipere  intelli- 

gitur , ita  vt  pundta  z cadant  in  aliam  fuperficiem 
ab  iila  infinite  parum  difcrepantem. 

Scholion. 

158.  Dubio  hic  occurri  debet  inde  oriundo, 
quod  quantitatem  z vt  funftionem  binarum  x ct  y 
fpe(fiandam  ede  diximus;  quoniam  enim  ipfis  x cty 
nullas  variationes  tribuimus , fi  in  expreflione  V 
loco  z eius  valor  in  z et  fubflitueretur , ea  ipfa 
in  meram  fiinftioncm  ipfarum  x et  y abiret,  neque 
propterca  vllam  variationem  efTct  receptura.  Verum 
notandum  eft  , tametfi  z vt  fundlio  ipiarum  x et/ 
coafideratur,  eam  tamen  plerumque  elTe  incognitam, 
quando  fcilicet  eius  naturam  demum  cx  conditione 
variationis  erui  oportet ; fin  autem  iam  ab  initia 
ellct  data  t tamen  dum  variatio  quaeritur , fundlio- 
nem  hanc  z quafi  incognitam  fpedtari  conuenir , 
minimeque  cius  loco  valorem  per  x et  / expreffum 
fubftitui  licet,  antequam  variatio,  quippe  quae  a Ibht 
z pendet , penitus  fuerit  s explorata. 


CAPVT 


\ 
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DE 

VARIATIONE  FORMVLARVM 

INTEGRALIVM  TRES  VARIABILES  INVOL- 
VENTIVM,  QVARVM  VNA  VT  FVN- 
CTIO  BINARVM  RELIQVARVM 
SPECTATVR. 


Problema  19. 

JSg. 

Formularum  integralium  huc  pertinentium  natu- 
ram euoluere  , ac  rationem  qua  earum  tatia- 
tiones  inueftigari  conueniat , explicare. 

S o I u 1 1 a» 

Cum  tres  habeantur  variabiles  x , y tt  z ^ 
quarum  vna  s vt  fundio  binarum  reliquarum  x 
et  y ert  fpedanda,  ctiamfi  in  ipia  variationis  innefti- 
gatione  ratio  huius  fundionis  pro  incognita  haberi 
debet;  formulae  integralcs  quae  in  hoc  calculi  ge- 
nere  occurrunt  ^ plurimum  diferepant  ab  iis  , quae 
circa  binas  tantum  variabiles  proponi  Iblent.  Quem- 
admodum enim  talis  forma  integralis /V</.v,  vbi  V 
duas  variabiles  x ct  y implicare  cenfetur,  quarum  y 
ab  X ^ndere  concipitur , quali  fumma  omnium 
D d d d 3 ^alo' 
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valorum  elementarium  Vdx  per  omnes  valores, 
ipGus  X colledorum  confiderari  poteft  ; ita  quando 
tres  variabiles  .v  , ^ ct  2 habentur  , quarum  haec 
z a binis  x ct_y  fiuuil  pendere  .concipitur,  inte- 
gralia  huc  pertinentia  colleftionem  omnium  elemen- 
torum ad  omnes  valores  tam  ipfius  x,  quam  ipfiusj' 
relitorum  inuoluunt , ideoque  duplicem  integratio- 
nem alteram  per  omnes  valores  ipfius  x , alteram 
vero  ipfius  y elementa  congregantem  requirunt.  Ex 
quo  huiusmodi  integralia  tali  forma  ffWdxdy  con- 
tineri debent , qua  fdlicet  duplex  integratio  innua- 
tur ; cuius  euolutio  ita  inftjtui  fo)et , vt  primo  al- 
tera variabilis  vt  conflans  fpedletur,  et  formulae 
fVdx  valor  per  terminos  integrationis  extenfus 
quaeratur ; in  tjuo  cum  iam  cc  -obtraeat  valorem 
vel  datum  vel  ab  j'  pendentem,  hoc  intcgrale  fVdx 
in  fundionem  ipfius  j tantum  obibit^  >qua  in  dy 
duifla  fuperefl  vt  intcgrale  fdyfVdx  inuelligetur  , 
quae  ergo  forma  fdyfVSx  hoc  modo  tradata  illi 
JfWdxdy  aequiualere  efl  cenfenda.  Ac  fi  ordine 
inuerfo  primo  quantitas  x conflans  accipiatur  , et 
intcgrale  fVdy  per  terminos  praeferiptos  extenda- 
tur , id  deinceps  vt  fundio  ipfius  x fpedari  et  in- 
tegrale  quaefitum  fdxfVdy  inueniri  poterit.  Per- 
inde antem  e(l  vtro  modo  valorem  integralis  for- 
mulae duplicatae  ffWdxdy  vtamur. 

Cura  igitur  in  hoc  genere  aliae  formuLae  in- 
tcgralcs  nifi  huiusmodi  ff\  dxdy  occurieic  nequeant^ 

totum  • 
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totum  negotium  huc  redit , vt  quemadmodum  hu- 
iusmodi  formae  variationem  itiueniri  oporteat,  oficn- 
damus.  Quoniam  autem’  quantitates  x et  y varia- 
tionis expertes  affumimus , ex  iis  quae  initio  (uut 
demonfirata  facile  colligitur  fore 

$ffSdxdy—rf$Vdxdy 

vbi  variationem  ipfius  V denotat;  hicque  inte- 
gratione pariter  duplici  ell  opus-^.  prorfus  vt  modo 
ante  innuimus. 

Coroll..  I.. 

160.  Si  ponamus  integrale  /fVdxdy  — W^ 
cum  fit  fdxfVdy—W.  erit  per  folam  x differen- 
tiando  fW dyzx:{^)  hineque*  porro  per  y diflFe- 
rentiando  ^ ■>  vnde  patet  integrale  W ita 
comparatum  effe  vt  fiat.  V~( 

C o r o I L.  2.. 

i5i.  Cum  dupler  integratio  fit  infiituenda  , 
Ttraque  quantitas  arbitraria  introducitur  ; altera  au>‘ 
tem  integratio  loco  conflantis  fuinflioncin  quamcuo- 
que  ipfius  x quae  fit  X , altera'  autem  funftionem 
quamcunque  ipfius  y , quae  fit  Y inuehit  , ita  vt 
completum  integrale  fit 

f/Ydxdy=zW-\-X~^Y. 

Coroll.  3- 
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C o r o 1 1.  2- 

162.  Hoc  etiam  per  -ipfam  refolutioDem  con- 
firmatur , fit  enim  primo 

/v-(y-(3^)-t-(^)  ob  = 

Tum  vero  fit  quia  neque  X neqoc  ^ 

ab  / pendet.  Quare  fi  fiierit  V,  erit 

ifltegrale  completum 

Scholion  i. 

153.  Omnino  autem  neceflarium  eft , vt  in- 
doles huiusmodi  formularum  integralium  duplicata- 
rum jfSdxdy  accuratius  examini  (ubiicietur , quod 
commodilfime  per  Theoriam  fupcrficicrum  praedari 
poterit.  Sint  ergo  vt  hadlenus  x et  / binae  coor- 
dinatae  orthogonales  in  bafi  alTumtae  A X n:  a: , 
Fig.  7.  XYitt)',  cui  in  Y normaliter  iiififtat  tertia  ordi- 
nata YZ.  — Z ad  fuperficiem  vsque  porreda.  Si  iam 
binae  illae  coordinatae  a:  et  / fuis  differcntialibus 
crefeant  XX^rr</.v  et  YY' —dy  y inde  in  bafi  ori- 
tur parallelogrammum  dementare  Y.r>'Y‘'rr</a:</>', 
cui  elementum  formulae  integralis  conuenit.  Ita  fi 
de  foliditate  a fupcrficie  inclufa  fit  quaefiio  eius 
elementum  erit  zzizdxdy  y ideoque  tota  foliditas 
zzjfzdxdyy  fi  fuperficies  ipfa  quaeratur,  pofito 
dz':xzpdx-^p''dy  erit  eius  elementum  huic  redan- 
gulo  dxdy  imminens  zz.dxdyy{^i-^pp~*-p'p') , 

ideo- 
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ideoque  ip&  fuperficics  zz:ffdxdyV{i-\-pp-\-p‘^)  ^ 
ex  qao  generatim  iatelligittiT  ratio  formulae  iate- 
gralis  duplicatae  ffVdxdy.  Quod  fi  iam  talis  for- 
mulae valor  quaeratur  , qui  dato  fpatio  in  bafi  ve- 
luti  ADYX  refpondeat , primo  fumu  x coafomte 
inuefiigetur  integrale  fimplex  fW dy  ^ ac  tum  ipfij' 
afiignetur  magnitudo  XY  ad  curuam  DY  porreda, 
quae  ex  huius  curuae  natura  aequabitur  certae  fun- 
fundlioBi  ipfius  x.  Sic  igitur  dxfSdy  exprimet  for- 
mulae propoGtae  elementum  redangulo  XYxXJziydx 
coauenieus,  cuius  integrale  denuo  fumtum  fdxfWdy 
et  ex  fola  variabili  x confians  tandem  dabit  valorem 
toti  fpatio  ADYx  refpondentem , fiquidem  vtra- 
que  integratio  adiedtioae  conflantis  rite  determinetur. 

t 

Scholion  2. 

154.  Ita  fe  habere  debet  euolutio  huiusmodi 
formularum  integralium  duplicatarum  , fi  ad  figu- 
ram in  bafi  datam  veluti  ADYX  fuerit  accom- 
modanda; fin  autem  vtramque  integrationem  inde- 
finite expedire  velimus,  vt  primo  fumta  x conflante 
quaeramus  integrale  fYdy^  quod  reAangulo  de- 
mentari XYyX‘-ydx  conuenire  efi  intelligendum, 
fiquidem  in  dx  ducatur , deinde  vero  in  integra- 
tione formulae  fdxfWdy  quantitatem  ^y^XY  ean- 
dem manere  concipiamus,  fola  x pro  variabili  fumra, 
tum  valor  prodibit  redlangulo  indefinito  .AiYX::;:^' 
rcfpondcns , fi  quidem  conflantes  per  vtramque  in- 
Foi.  IIU  Eece  tegra- 
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tegrationem  ingreflae  debite  definiantur.  At  fi  (patii 
iftius  reliqui  termini  praeter  lineas  XY  et  PY  vt 
indefiniti  fpedtentur  , integrale  ffS  dxdy  recipiet 
binas  fundliones  X+Y  indefinitas  illam  ipfius  x , 
hanc  Tero  ipfius  j'.  Quodfi  ergo  ad  calculum  maxi- 
morum et  minimorum  haec  deinceps  accommodare 
velimus  y quoniam  maximi  minimiue  {M‘oprietas  y 
quae  in  fpatinm  quodpiam  datum  ADYX  compe- 
tere debet»  fimniquoque  cniuis  fpatio  indefinito  ve- 
luti  APYX  cohueniat  necefie  e(l » duplicem  illam 
integrationem  modo  hic  expofito  indefinito  admioi- 

ftrari  conueniet. 

...  ^ 

Problema  20. 

155.  Si  V fit  fbrmUla  quaecunque  ex  ternis 
variabilibus  x » x > ^ earumque  di£&rentialibus  com- 
pofita  y inuenire  variationens  formurae  mtegralis  du- 
plicatae ffSdxdyy  dum  quantitati  *,  quae  vt 
fundlio  binarum  x etj»  fpedlatur,  variationes  quac- 
'cunque  tribuantur. 

Solutio. 

‘Ad  fpeciem  difiereutialium  tollendam  fiatua- 
• mus ; 

' r'=(J^)=CK)i  )i  •“'={%) 

ete 

tt 
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Tt  V fiat  fiindio  quantitatum  finitarum  x ^ y ^ * , 
p.P  , q,  , r* , r\  etc.  Tum  po- 

natur eius  difierentiale : 

dV-LdxJflAdy-^lidz-\-?dp-\-(ldq+K  ir 

+ RW" 

ctc. 

ex  quo  cum  fimul  eius  variatio  innotclcat , 
cx  problemate  praecedente  colligitur  variatio  quaefita 

Sff  V dxdy:=::ffdxdy[^Bz-\-V  Sp-{-(^$q  4-R  $ r 

-4-RW" 

ctc. 

Qnodfi  iam  vti  §.  x54-  fecimus  ponamus  variatio-, 
nem  Jsrrw,  quam  vt  funftionem  quamcunque  bi- 
narum variabilium  x zty  fpeaare  licet ; indidem 
i fiam  variationem  concludimus  fore  t ^ 

iff'^ dx^-ffdxdyil^is>-\-^  (J^}+Q.(^)+*^  (S^) 

+R“(J^) 

etc. 

E e e e s Cbroll.  t . 
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C o r o 1 1.  I. 

166.  Si  ergo  vtriusque  ftmftionis  z et 
indoles  , fcu  ratio  compoGtionis  ex  biniS  variabili- 
bus f cty  effet  data,  tum  per  praecepta  ante  expo- 
fita  variatio  formulae  integralis  duplicatae  ffSdxdy 
affignari  poflet ; quomodocunque  quantitas  V ex  va- 
riabilibus X y y y z earumque  difibrentialibus  fuerit 
conflata. 

C O r 0 1 1.  2. 

1^7.  Totum  fcilicet  negotium  redibit  ad  euo- 
lutionem  formulae  integralis  duplicatae  inuentae , 
quae  cum  pluribus  conflet  partibus  , fingulas  partes 
per  duplicem  integrationem  , vti  ante  explicatum  , 
tradari  conueniet. 

Scholion. 

itfS.  Quando  autem  ratio  fundlionis  z non 
conflat,  eaque  demum  ex  conditione  variationis  elici 
debet,  ita  vt  ipfa  variatio  8 z^iA  nullam  plane 
derminatiotiem  patiatur  , quemadmodum  fit  fi  for- 
mula ffy^xdy  valorem  maximum  minimumue 
obtinere  debeat ; tum  omnino  neceflarium  efl , vt 
fingula  variationis  inuentae  SffSdxdy  membra  ita 
redncantur , vt-  vbique  pofl  fignum  integrationis 
duplicatum  non  valores  diflerentiales  variationis 
d'z=:u  fed  haec  ipfa  variatio  occurrat;  cuiusmodi 
reductione  iam  fupra  in  formulis  binas  tantum  va- 
riabiles inuoluentibus  fumus  vfl.  Talis  autem  re- 

duAio 
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dudio  y eam  pro  formulis  integrdibus  duplicatis 
minus  fit  confueta  y accuratiorem  explicationem  po* 
ftulat.  Quem  in  finem  obTeruo  buiusmodi  redudione 
perueniri  ad  formulas  fimpliciter  integrales,  in  qui- 
bus alterutra  tantum  quantitatum  x et  pro  varia- 
bili habeatur  , altera  vt  conflante  fpsdata  , ad  quod 
indicandum  , ne  ligna  praeter  neccflitatem  multipli- 
centur , talis  forma  fTdx  denotabit  integrale  for- 
mulae diflferentialis  Tdx  y dum  quantitas  y pro 
conflanti  habetur ; fimilique  modo  intclligendum  ell 
in  hac  forma  fTdy  folam  quantitatem  y vc  varia- 
bilem confiderari  quod  eo  magis  perfpicuum  efl , 
cum  hac  conditione  omifla  , hae  formulae  nullunx 
plane  fignificatum  eflent  habiturae.-  Neque  ergo  in 
poflerum  opus  efl  declarari , fi  T ambas  variabile» 
X ct  y compkdlatuc , vtra  earum  in  formulis  inte- 
*gralibus  fimplicibus  fTdx  vel  fTdy  , fine  conflan» 
fiue  variabilis  accipiatur  , cum  ea  fola  y cuius  dif« 
ftrentiale  exprimitur  pro  variabili  fit  habenda.  In 
formulis  autem  duplicatis  ffVdxdy  perpetuo  tenen- 
dum efl , alteram  integrationem  ad  foltos  x y alte- 
ram vero  ad  folias  y variabilitatem  adflringi , per- 
indeque  effe , vtra  integratio  prior  inflituatur. 

Problema  21- 

idp.  Variationem  formulae  integrafis  dupli»- 
lae  //*V  dxdy  in  praecedente  problemate  hiuenum  , 
ita  transformare,  vt  pofl  fignum  integrale  duplica- 
tum vbique  ipfa  variatio  occurrat  ^ extur- 

batis cius  difibreotialibus. 

£eee  3 Sulutia 
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Solutio. 

. Quo  haec  transformatio  latius  pateat,  (int  T et  v 
fun&iones  quaecunque  binarum  Tariabiliam  x ct  jf 
et  confideretur  haec  ibrmula  duplicata  ffTdxdy{^^ 
quae  (bparata  integrationum  Tarieuite  ita  lepraelen- 
tetur  fdyfTix[^^)^  Tt  in  integratione  /T</x(y?) 
foh  quantitas  x vt  ranaHlis  fpciflctur.  Tum  autem 
trit  dx{^^)—dvy  quia  y pro  iconftante  habetur, 
ideoque  fiet 

tbi  cum  in  difierentiali  dT  Colius  trariabilis  x ratio 
habetur , ad  hoc  declarandum  loco  dT  feribi  con- 
▼eoit  dx{^jL) , ita  Tt  fit 

hincqiie  nofira  Ibrmula  ita  prodeat  redudla : 

//Trf»<(r(  H ) ( H )• 

Simili  modo  permutatis  variabilibus  confequemur : 

f/Tdxdy[^^)~J'Vvdx-ff9}dxdy[^). 

Hoc  iam  quafi  lemmate  praemiflb^  variationis  in 
pracced.  probi,  inuentae  redudio  ita  fe  habebit: 

JfVdxdy[.^^)=rV^dy-fMxdy[^^^  ) 

ffrdxdy{^^^)-f?>„dx-ffts^dxdy{^^).  . 

Porro  pro  fequentibus  membris  fit  primo  (^)=rv 

ideo- 
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- idcoquc  (^)  = (j^) » vnde  colligitur  : 

$c  poftrcmo  membro  fimiliter  rcdufto , fit 

Per  eandem  fobftitutionem  habebimus  (■^^)3(^}'  * 
hiDcque 

M'^ixdy(i^;i=f<^dx[^)-ffixiA‘£)(f^)  feie 
jfldxdy{^)-f(ldx(%)-rad,I^^Hffwlxdji{‘^^ 
quae  forma  ob- 

abit  in  hanc 

ff<ldxdy{^j^)-z<ifa-fadx[^^-rf<idxdy(‘^^y 

nim  vero  pra  tertia  fbrraa  huiufr  ordinis  nancifei- 
mur : 

Porra  ob  (5^,')=(J$)  manente  v = (^“) , fiet  ■ 

ita 
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5pi 

ita  Tt  fit 

■ Deindeob(j5^)=(j^),e,it 

ct  quia  hic 
concludimus  fore : 

Tandetn  {sentiutandii  x a ji  hinc  colligimua : 

//R‘*^(^  )=R"(|)-/(g)<6'(f  )+/a,rfx(i^ ) 

tt 

m‘‘‘dxdji^)zfW^dxi^yp^  dx(^^} 

-/f^dxdX^X 
. Quos 
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Quos  'Tabm  fi  fabftitaamas  reperimus : 

-(g)+  (jlfP-CaSfP 

i./rfdQi'  \ 

V-3J1"/ 

+/P  u rfj'+/Q,i/(J-;)-/'»<)’(5t)+Q:  »■ 

+/P«,JX  -/Brf*(g)-/“<&’(g) 

C o r o 1 1.  I. 

170  Huius  expreffionis  pars  prima  fetis  efl 
perfpicua , reliquae  vero  partes  commode  ita  difponi 
pofliint , vt  carum  ratio  comprehendatur  ; 

I /diR"  \ t / <UR'  , 

«C. } etc.? 

'(g') ' S '(^^")  s 

Fol.  III.  Ffff  +/ls) 
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+ »(Q.'-(ri)efc.  > +(^")(R'-etc.) 

C o r o 1 1.  2. 

i7x.  Hic  leni  attentione  adhibita  m«x  pate- 
bft , quomodo  iftac  partes  xhcsius  continuari  de-  _ 
beant,  fi  forte  quantitas  V difierentialia  iltiotum 
graduum  compkdatur. 

CoroIL  2' 

172.  In  harum  formularum  integralium  afiis^ 
quae  difierentioli  dy  i\xnt  afictffne  , quantitas  x con- 
flans fumitur  , cui  tribuitur  \alor  termino  integra- 
tionis conueniensj  aliis  vero  quae  diflercntiall  d» 
funt  afiedae , > eft.  confians  et  termino  integrationi» 
aequalis  , vnde  patet  in  terminis  integrationum  taou 
X quamjr  recipere  valorem  confiantem. 


Scholian  L 

173.  Haec  ergo  variationis  formula  ad  cun» 
cafum  eft  accommodata , quo  vtriusque  integratio- 
nis termini  tribuunt  tam  ipfi  x quam  rpfi  y valore» 
conftantes.  Veluti  fi  de  fuperficie  fuerit  quaeftity 
Fig.  7.  formula  mtegralis ad  redangulum  APYX 
in  bafi  afiumtum  e(l  referenda  f eiusque  valor  ita 
definiri  debet,  vt  fumtis  ar— o et  y~o,  qui  funt 
valores  iuitiales , euauelcat , quo  fa&o  fiatui  oportet 

x-AX. 
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jcr:  AX  et  j'=r  AP , qui  funt  valores  finales;  at- 
que ad  eandem  legem  ipTa  variatio  inuenta  efi  ex- 
pedienda. Qiiodfi  iam  ea  quaeratur  fuperficies  , in 
qua  formulae  ffSdxdy  hoc  modo  definitae  valor 
fiat  maximus  vel  minimus,  ante  omnia  nccefle  ed, 
vt  pars  variationis  prima  duplicem  integrationem 
inuoluens  , ad  nihilum  redigatur  , quomodocunque 
variatio  $z:=-(a  accipiatur,  vnde  haec  nafeetur  ae- 


quatio : 




f d*  \ 

V aji  / 


. / d»  K"  k 

"*  V j c / 

T R"<  1 


qua  natura  fuperficiei  hac  indole  praeditae  exprime- 
tur. Conflantes  autem  per  duplicem  integrationem 
Jngreflae  ita  determinari  debeat , vt  reliquis  varia- 
tionis partibus  fatisfiat. 

Scholion  2. 


174.  .Quo  haec  inuefligatio  in  le  maxime  ab- 
ftmfa  exemplo  ‘illuftrefur , ponamus  ejusmodi  fuper- 
ficiem  Miuedigari  debere , quae  inter  omnes  alias 
«andem  folidiutem  includentes  fit  minima.  Hunc 
in  finem  efficiendum  efl  vt  haec  formula  integraiis 
duplicata 

ffdxdy{z-\-aV{i~\-pp'-\-t^pf)) 
maximum  minimumue  euadat.  Cura  ergo  fit 
\—z-\-aV{i ^pp^p‘p> ) , erit 
. L=;o  , M=o  , N — i , 

Ffff  'a  atque 


Digitized  by  Googie 


-Lt 


C A P V T VII. 
et 


5p5 
atque 

p — 

v( «-<-?>“-♦-> f i * 

ideoque 

exincDte 

dz—pdx-\-p*dy. 

Qu»e  fuperficiei  quaefitae  natura  hac  aequation* 
exprimetur ; 

Eft  vero : 


i-)- 


,d^'  a dtf  db 

)=  7 --{ft ' +») 

Vbi  rtotitur  efe  (|i)=(^).  £x  quo  ifta  oblinetuir 
aequatio : 

+(*+p>ji^) 

quam  aiiterh  quomodo  traAari  oporteat,  haud  patet, 
etiamfi  facile  pcrfpiciatur  in  ea  aequationem 
fuperficic  fpHdetica  tz-^cc—xx^yy  j quin  etiam 

cylindrica  zzczcc—yy  contineri. 

\ 
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EVOLVTIO 

CASVVM  PRORSVS  SINGVLARIVM  CIRCA 
INTEGRATIONEM 

AEQVATIONVM  DIFFERENTIALIVM. 


t, 

Cum  adhuc'  plurimae  atque  inter  fe  maxime 
difcrepaiitcs  methodi  fint  in  medium  allatae 
aequationes  difierentiales  integrandi,  qnacftity 
exoritur  ■Tum mi  faric  momenri , an  non  •?mca  de- 
tur caque  aequabilis  methodus , cuius  ope  omnts 
illas  diuerfuS  aequationes  diflerentiales  , quas  etiam- 
num  rcfolucre  licuit,  integrari  queant?  nullurrl 
enim  efl  dubium'  quin  itiuentio  talis  methodi  maxi- 
ma incrementa  in  vniucrfam  Anaryfin  eflet  allatura; 
Pluribus  Geometris  quidem  feparatio  binarum  varia- 

biliumi 
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bilium  huiusmodi  methodum  fuppeditare  eft  tiA', 
cum  omnes  aequationum  difierentialium  integratio- 
nes vel  hac  ratione  fint  integratae  vel  eo  6icile 
poiTint  reuocari.  Praeterquam  autem  quod  haec 
methodus  fubftitutionibus  abfoluitur , quae  plerum- 
que non  minorem  fagaciratem  poftulant , quam  id 
ipfum  quod  quaeritur , ac  nonnunquam  foli  cafui 
deberi  videntur;  haec  methodus  etiam  neutiquam 
extenditur  ad  aequationes  difierentiales  fecundi  altio- 
Tumque  graduum  *,  et  qui  tales  aequationes  adhuc 
tradauerunt,  longe  alia  artificia  in  fubfidium  vocare 
funt  coadi.  Quamobrem  feparatioi  em  variabilium 
nequaquam  tanquam  methodum  vniformem  ac  ia- 
tifiime  patentem  fpedare  licet , quae  omnes  inte- 
grationes, quae  adhuc  fucceficrunt , in.  fe  complo- 
datur. 

2.  Takm  autem  methodum  vniuerfalem  iam 
pridem  mihi  equidem  indicafle  videor,  dum  oftendi 
propofiu  quacunque  aequatione  diffcrentiali  fiuc 
primi  fiue  altioris  gradus  , fempcr  dari  eius  modi 
quantitatem  y ^per -quam  fi  aequatio  multiplicetur, 
euadat  integrabilis , ita  vt  hoc  modo  nulla  plane 
fubfiitutione  albi  anxie  quaerenda  fit  opus.  Ex  quo 
non  dubito  hanc  methodum  aequationes  differentia- 
les  ope  multiplicationem  ad  integrabilitatem  reuo- 
candi , tanquam  latifiime  patentem  atque  naturae 
maxime  conuenientem  , pronunciare ; cum  nulla  in- 
tegratio adhuc  fit  expedita  , quae  hoc  modo  non 
facile  abiblui  poifit  Cum  fcilicet  omnis  aequatio 

■ difle- 
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diffcrcntialis  primi  gradus  in  hac  forma  Vdx+Qdy-o 
contineatur , denotaiHibus  litteris  P et  Q funeftiones 
quascunque  binarum  variabilium  x et  y , femper 
datur  ciusmodi  multiplicator  M , itidem  fundlio 
quaedam  ambarum  variabilium  x et  , vt  fadla 
multiplicatione  haec  forma  MPi/ar-l-MQay  fiat  in- 
tegrabilis ; cuius  propterea  integrale  quantitati  con- 
flanti arbitrariae  aequatum  exhibebit  aequationem 
integralem  aequationis  diffcrentialis  propofuae  Vefx 
-l-Q^/yzro  , quae  eadem  ratio  quoque  in  aequatio- 
nibus difFcrentialibus  altiorum  graduum  locum  habet. 
Verum  hoc  argumentum  hic  fufius  exponere  non  * 
efl  animus  j fed  potius  praeflantiam  huius  methodi 
prae  feparationc  variablium  etiam  ciusmodi  cafibus 
quibus  id  minime  videatur,  fimulquc  fummam  eius 
vtilitatem  hic  declarare  conflitui. 

3.  Quoties  fcilicet  in  aequatione  difFcrcntiali 
variabiles  .v  et  iam  funt  feparatae  , totum  nego- 
tium vulgo  vt  iam  confedum  Ipedlari  folet , quan- 
doquidem huius  aequationis 

Ydy  — Q , 

vbi  X denotat  funciionem  folius  .v  et  Y folius  y , 
integrale  in  promtu  efl 
fyidx-\-fY  dy  — Confl. 

Interim  tamen  faepenumero  vfu  venire  poteft  , vt 
hoc  pafto  neutiquam  forma  integralis  llmpliciflima 
obtineatur , vel  ea  demum  per  plurcs  ambages  inde 
deriuari  debeat.  Veluii  ex  hac  aequatione : 

* y 

■ Vol.  IIL  G g g g primo 
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primo  cl  citur  iiitegrale  logaritlimicum 

vn.’c  qui.iein  fiatim  fe  prodit  algebraicum  xy~s. 
Verum  cx  hac  forma 

i « L_  _iJL_  — O 

aa  ^ X y ‘ a a •+■  yy  * 

integratio  fblita  .prael^tet 

Ang  tang ..r-t-An^  tang.y— Conft. 

vn,’c  non  tam  fteile  fi)rma  integralis  algcbraica 
— C deducitur.  Ac  propofita  hac  forma: 

' ±I u 'l2 — o 

V l « -+-|1  * -t- ir-t  .«j  y ( a j 
/ 

in  gei.erc  ne  patet  quidem  , vtrum  vtra-'ue  par* 
intJorali!»  arcu  circulari  an  logarithmo  exprm  atur. 
Inierim  tamen  cius  integralc  ita  aigtbraice  cxhibiri 
potcll : 

C-.  (a-  )')’  + 2YC.Yj'4-(3C(.v+>')+2aC4-:p[3-ay=o 
quae  certe  forma  Amplicidimi  non n fi  per  plurts 
' . amb.iges  cx  intcgrali  traulcendente  denuatur. 


4.  H s quidem  cafibus  pcrfpicitur  , quomodo 
redii(flrt)nsm  ad  formam  algcbraicam  iiiftitui  opor- 
teat , fei  ante  ahquot  annos  ciusn  odi  integrationes 
piotuli,  in  quibus  ne  hoc  quidem  vllo  modo  prac- 
flari  pottft.  Vcluti  fi  prop'jfita  fit  haec  aequatio; 


d X 


VC  1 


V( 


dy — 

‘-hy*)  — 


intcgraiioucm  neque  per  logarithmos  neque  arens 

c.rcu- 
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circulares  expedire  licet , \t  inde  deinceps  fimili 
ratione  aequatio  algcbraica  colligi  poflet : interim 
tamen  ortendi  huius  iiucgrale  idque  adeo  comple- 
tum hoc  modo  algebraice  exprimi : 

o r 2 C -f  ( C C - I ) ( .V A’  +JJ )-2(i-1-CC)a7  + * Cxxyy 

\bi  C denotat  conflantem  per  integrationem  ingref- 
fam.  Quin  etiam  huius  aequationis  multo  latius 
patentis 

dx , t dy 

iiitegrale  completum  efr  ' ' 

o—  2 ttC-l-(3(3-ay+2((3C-  ct$  XAr-f-Z-t-CCC— «e)Cx.r4->'>) 

-f  ( 2£C-h^iJ-y  0-v-W 

denotante  C item  conflantem  quantitatem  arbitra- 
riam per  integrationem  inuentam.  His  igitur  cafi- 
biis  ptripicuum  eft  feparationem  variabilium , qua 
aequationes  difFcrentialcs  funt  praeditae  , nihil  plane 
iiiuarc  ad  intcgralia  carum  forma  algebraica  contenta 
eruenda  , ex  quo  merito  eiusmedi  methodus  defide- 
ratur  , cuius  beneficio  haec  integralia  flatim  ex  ae- 
quationibus ditfi-rcntialibus  inuefligari  potuiflent  , in 
^ quo  negotio  certe  omnes  ingenii  vires  tcntaffc  non 
pigebit. 

5.  Obferuaui  igitur  hunc  fcopum  ope  multi- 
plicatorum idoneorum  obtineri  poflTc , quibus  aequa- 
tiones differcntialcs  multiplicatae  ita  integrabiles  eua- 
dant , vt  integralia  flatim  algebraicc  cxpreflli  pro- 
G g g g 2 deant. 
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deant.  Quod  quo  clarius  pcrfpidatur  nb  aequatione 
priinum  propofua  zr  o exordiar,  quae 

per  .v>'  multiplicata  llatim'  praebet  -4-. v<^  — o, 

cuius  integrale  cll  xy~C.  Hoc  ergo  m<»c'o  fublata 
fcpanrtiouc  aequ,.tio  in  aliam  transformatur  , quae 
integratio  icm  admitt.t  , ex  quo  intclligiuir  metho- 
dum ope  multiplicatorum  integranoi  id  pracOare  , 
quod  a reparatione  variabilium  immediate  expedari 
nequeat.  Idem  eueiiit  in  aequatione  -f 
quae  per  multiplicata  integrale  praebet 
dum  ex  ipfa  aequatione  propofita  fiatim  ad  loga- 
rithrros  fuifret  peruentum.  Siinili  modo  fi  haec  ae- 
quatio feparata  : 

_p_  _‘*y_  — o 

I -t-xx  I H-Jra’ 

multiplicetur  in  aequatio  refultans. 

dxf  I -<->>  )^dy(  I -f.  T a ) — Q 

integrationem  iain  Iponte  admittit  , praebetque  in- 
tegrata : 

— Ld;:-!::  — Conft.  fcu  -iL±dL  — <?. 

X -i- y • ~ * J' 

Hanc  vero  aequationem 


4 **  *-  -p-  —1^  o 

1 ' > -i-yy 

multiplicari  conuenit  in  \ > 

deat 

}dx(i-i-xx)(i-+-yy'!-i-d  y(  xx-h  > }*  — ^ q 
— ij* 


vt  pro- 


cuius 
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cuius  intcgrale  rcpcritur 

— Coiift.  feu 

2Ay^XX — I zxy^xx- — I 


6,  Contra  haec  exempla  , quidus  integralia 
algcbraica  fine  fubfidio  feparat  onis  lunt  eruta  , ob- 
iicietnr , nmltiplicatores  negotium  hoc  conficientes 
ex  ipfis  integralibus  illis  traulccndeutibus  , ad  quae 
fcparatio  variabilium  immediate  perducit  cfle  con< 
cluliis  , iisquc  adeo  praedantium  methodi  per  mul- 
tiplicatorem procedentis  neutiquam  probari.  Cui  qui- 
dem oLiedioui  primum  refpondco  priora  exempla 
llatim  ab  inuentis  integrat  onis  principiis  fimili  modo 
fuifTe  expedita,  antequam  integratio  per  loguithmos 
erat  esplorata  , quae  ergo  nullum  lubfidium  eo  at- 
Uilitfc  eft  ccnfeuda.  Tum  vero  quamuis  concedam , 
in  poflcrionbus  exemplis  integrationem  per  arcus 
circulares  multiplicatores  illos  idoneos  commode  fup- 
peditafTe  , id  tamen  in  ipfa  enolntione  niinum  cer- 
nitur , eademuue  integratio  fine  dubio  inucniri  po- 
tuiflet,  antequam  conftaret  formulae 
grale  cfle  arcum  circuli  tangenti  x rclpondeutem* 
Verum  aequatio  fupra  allata 


d X 

V ( • »♦ ) 


dy  _ 

v;  ■ ) 


cuius  integrale  completum  algebraicc  exhibere  ]‘cet 
nulli  ampl  iis  dubio  lucum  rclmquit , cum  enim 
neutrius  part:s  integrale  ne  ctinaflis  quidem  loga- 
rithtr  is  vel  arcubus  circularibus  cxhilxtn  pt  Alt,  eitis- 
que  forma  ad  genus  quantitatum  traulcendcmium 
G g g g 3 ctiam- 
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ctia Tinum  incognitum  fit  referenda,  haec  certe  nul- 
lum auxilium  ad  intcgrale  algebraicum  inueniendum 
attulifle  cenferl  pnteft.  Atque  hoc  multo  magis  de 
aequatione  illa  latius  patente  in  §.  4..  propofita  eft 
tenendum  , quippe  cuius  integratio  omnino  fingu- 
laris  ex  principiis  longe  diuerfifiimis  a me  eft  eruta, 

7.  Methodus  autem  , qua  tum  fum  vfus , 
tantopere  cft  abfcondita  , vt  vix  vlla  via  ad  eadem 
integralia  perducens  patere  videatur  , et  cum  fepa- 
ratio  variabilium  nihil  plane  eo  contuliflet,  vix  etiam 
quicquam  ab  altera  methodo  ad  multiplicatores  ad- 
ftri(fta  fperari  pofle  videbatur  , propterea  quod  tum 
ipfe  adhuc  in  ea  opinioiie  vcrlabar  , per  multiplica- 
tores nihil  pracftari  poffe , nifi  quatenus  feparatio 
variabilium  eodem  manudocat ; quandoquidem  quae- 
flio  differentialia  tantum  primi  gradus  implicaret. 
Deinceps  autem  re  diligentius  conlidcrata  pcrlpixi  , 
quoties  aequationis  cuiusque  diflercntialis  intcgrale 
completum  exhibere  licet  , ex  eo  viciftim  femper 
eiusmodi-  multiplicatorem  elici  pofle , per  quem  fi 
aequatio  diffcrentialis  multiplicetur  , non  folum  fiat 
integrabilis,  (ed  etiam  integrata  id  ipfum  intcgrale, 
quod  iam  erat  cognitum , rcproduccre  debeat ; ad 
hoc  autem  omnino  neceflfe  eft  vt  integrale  comple- 
tum fit  exploratum,  dum  ex  intcgralibiis  particula- 
ribus nihil  plane  pro  hoc  feopo  concludere  licet. 
Si  enim  propofita  fit  aequatio  diffcrentialis  : 
Vdx-\-(^dy—  o , 

cuius  intcgrale  completum  vudecuiique  fit  cognitum, 

confta- 
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^ .conflabit  id  aequatiorc  , quae  praeter  binas  variabi- 
les or  et  r et  quantitates  conllintcs  in  ipfii  aequa- 
tione differentiali  contentas  , inluper  quantitatem 
conflantem  nouam  prorfus  ab  arb  trio  noflro  pen- 
dentem compledletur.  Quae  fi  littera  C indicetur  , 
eruatur  e us  valor  ex  atqu-uione  integrali  , ac  re- 
^ periatur  C-V,  eritque  V certa  quaedam  fune^tio 
ijirirum  X et  > ; tum  autem  hac  aequatione  dilTe- 
rentiata  orr </V,  dilerentiale  dV  neceffario  ita 
Inrmulim  diflercmialcm  Pt/jc-hQ^  continere  de- 
bet , vt  fit 

^/VriAUP^.v-i-Qrt^r) , 

ex  qua  forma  multiplicator  M , ad  hoc  intcgralo 
C — V p^r..uCcns  fpunte  fe  oflert. 

» 

8.  Quo  hacc  operatio  aliquot  exemplis  illu- 
ftretur  , fumatur  primo  uacc  aequatio 

md  X . n dy  — q — 

X **  y ’ 

cuius  integrale  completum  cum  fit  — C,  infti- 
tuta  diff.rentiatrone  proJit : 

o — -i-  ’ 

X y 

vnic  patet  multiplicatorem  ad  hoc  iocegrale  ducen- 
tem effe 

Deinde  cum  huius  aequationis 
— — -h  o 

iute- 
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intcgralc  completum  fit 

i-.v/zuCCa.-H-J')  , 

valor  conflantis  arbitrariae  hinc  fit  C— , cu- 
ius  diflfcrcntiatio  praebet 


t x^y 

(7-^aa)  [ . -4-7y)  r dx  j 

vnde  multiplicator  quacfitus  eft  = • 


Propofiia  porro  fit  haec  aequatio 

d * dy ^ Q 

Via-f-sjljr-i-Vix)  r 

cuius  iiitegrale  completum 

CC(A--j')’-2C(«+p.v  + (3j+V.v^)  + PP-«Y  = o 

dat  primo 

^_+a+pW-,)+Vfl+n»«+=«(3;.v4:r)rwr”’:rn^^^^ 

fcu 

+a-|-p'.v4-y)+ Y^>'+'’^  («+ = p.v+ Y'*'-^')  (a+  2 P>'+ Yv^) 
C-v-J'/ 

vel  concinnius : 

r=+a+p(.v+;’)  +yxy+y  (a+2  pa-+ Y'^‘'^‘)(*+  2 pj'+ Y»  ) 

vnde  diffcrentiando  fit : 


hinc- 
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■ hir, eque  colligitur  multiplicator  quacfitus:  . 

9.  Sim'lL  modo  pro  aequatione  magis  complexa : 

dx  ^ — Q 

ex  cius  intcgrali  completo  fupra  exhibito  multipli- 
cator idoneus  M inueOigari  poterit  , cx  quo  fi  lla- 
tim  fuiflet  cognitus  idem  hoc  intcgrale  immediate 
elici  potuifief.  Verum  hic  opus  multo  maius  mo- 
lior, quod  autem  primo  conatu  neutiquam  ad  finem 
perducere  licebit ; ex  quo  fatis  mihi  equidem  prae- 
ftitifle  -videbor , fi  laltcm  prima  qtiafi  lineamenta 
nouae  atque  maxime  defiderandae  methodi  adumbra, 
vero  cuius  ope,  propofita  huiusmodi  aequatione  dif- 
ferentiaU  multiplicator  idoneus  eam  reddens  inte- 
grabilcm  inueniri  queat.  Ac  primo  quidem  in  hoc 
negotio  plurimum  obfertiaffe  iuuabit  , fi  -vnicus 
huiusmodi  multiplicator  innotuerit , cx  eo  facile  in- 
finitos alios  idem  officium  praedantes  erui  pode. 
Quodfi  enim  multiplicator  M aequationem  diffe- 
rcntialcm 

integrabilem  reddat  , ita  vt  fit 

ideoque  aequatio  integralis  V , q^omam  for- 
mula 

m III.  H h h h 


per 
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per  fundionem  quamcunque  quantitatis  V multipli- 
cata perinde  manet  integrab.lis^  p.^rip.ciuim  c(l  hanc 
foimatn  M/’:V  , quaecunque  fiiniljo  ipfuis  V pro 
/;V  accipiatur  lemper  multiplicatorem  idoneum 
praebere  cum  fit 

( P A- 4- ) M/:  V = (/ V/ : V 

. ideoque  integrabile.  Inter  infinitos  igitur  hos  mul- 
tiplicatores idoneos  quouis  calu  cum  eligi  conucniet, 
qui  negotium  facillime  confidat , et  intcgralc  fi 
fuerit  algebraicum  forma  fimplicillima  exhibeat. 
Etiamfi  emm  iniegrale  reiiera  fit  algebraicum,  omnino 
fieri  poteft  , vt  id  ne  (ulpicari  quidem  I ceat , nifi 
multiplicator  idoneus  in  v(um  vocetur  , quemad- 
modum fuperiora  exempla  abunde  declarant. 

lo.  Sit  ergo  aequatio  difilrentialis  propofita 
huius  formae 


in  qua  X fit  fundio  folius  x ct  Y foPus  y;  atque 
iniidligari  oporteat  ciusmodi  multiplicatorem  M , 
quo  illa  aequatio  algebraice  integrabilis  reddatur  , 
fiquidem  fieri  poteft  : quod  cum  raro  eucniat , vi- 
cilfim  aftumta  multiplicatoris  forma  AI  indagaffb 
iuuabit  fundiones  X et  Y.  Sit  primo  multiplicator 

M — X Y 

( O -1-3  * -f.  Vjy  )*  » 

Vt  integrabilis  efle  debeat  haec  forma ; 

Yda-t-Xdji  

Hinc 
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f 

Hinc  fumta  y conflante  colligitur  integralc 
— r : y 
fumta  aiiterB  x conflante  prodit 

~~ i—  A:  X 

quas  ambas  formas  inter  fe  aequales  effc  oportet ; 
vnde  fit : 

“V  f yy)  r:yi:-(3X+(3y(a+(3a:+yy}A;A: 

fcu  px-y  Y — |3y(a-f-j3a:4-yy  )(A:.v— r.-y) 

ficque  patet  fundiones  A;x  et  F :_y  ita  comparatas 
efle  debere,  vt  euoluto  pofteriori  membro  termini  , 
qui  fimul  x et  y continerent,  fe  mutuo  tollant  Ex 
quo  intclligitur  fore 

At.v— wpr-p-Ccnfl  ct  F yy-f-Conft. 
Statuamus  ergo 


A:x  — r:y~m^x—myy~\-n,  fietque 

pX-YYrPy(wppa-.v-wyyj[7-fnp.v+«yy  +«a  1 

+ma^x-fHa'yv-\-f  > 

-/  J 

vnde  colligimus : 

X — y f ff;ppa'.v-f-P(wa+n].v-|-/’-l-J«a) 

Y — p(wy  y/y-hy(wa— n)y-l-/— i«a) 
et  integral.s  aequatio  algebraica  erit 


myyyy~y(n!a—n)v—f+  Inct 

myy ^p,+yr 

H h h h 2 
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Tei  loco  C fcribendo  C-+-l«  erit  concinnius: 
m^yxy~-ln^x-\-'inyy—fz^Q{o-]r^x-\-yy)- 

II.  Videamus  iam  fub  quibus  conditionibus 
haec  forma  aequationis  g-ncralis  illa  ratione  inte- 
grabilis  euadat : 

b a* L r:  o. 

A**h-B  jc-I-C  ^ OyJ^S.,-*-? 

Comparatione  ergo  cum  \aloribus  inuentis  inftitutt 
colligitur : 

A = A«(3(3y  DrrtwpYY 

Ezzk^y{tna,—n) 

C — hy{f-\-\na)  /—'*««). 

Qiioniam  hic  totum  negotium  ad  rationes  littera- 
rum reducitur  , lumtis  pro  primis  aequalitatibus 

(3  — Ajk  et  y — Db  , 
concluduntur  reliquae  : 

I tk—th  pf.  f-  ACW-t-DPbS 

i b 00*7  ’ *”  i ’ ~ Dbbkk  ’ ~~  .ADOO** 

praeterea  vero  haec  conditio  requiritur  , vt  fit 

« A c—  BB  4PP—  EE 

bb  ** 

quae  fi  habuerit  locum  , multiplicator  idoneus  erit 
(Ajr.v+Rar4-Ca:KDyy+E>'  + F) 
bk{i{hk  + Eb)+Akx+Dbyy 

ct 
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et  aequatio  intcgralis  inde  tefultans  erit  per  hk 
multiplicando 

/Ri  — KftlJt  I ( Bfe  — Eb'-y  _ A Cfct  — DFbh  — . • 
Toh TTk  2\Dbk 

G ( U B it -d- E ^ ) -h  A t .V -f- D V ) 
quae  immutata  conflante  arbitraria  G ad  hanc  for- 
mam reuocatur : 

(x+  ,^-GT>h)(y-h 

' ^ , (tAC  — C « D F — E E ) b > 

"T"  - I A DOb 

fcu  ( +G ) 4-G)  r:  G G -1- 

, .DP— EE 

-d Tkl— • 

12.  En  ergo  Theorema  minime  fpernendum  , 
ctiamfi  eius  veritas  ex  aliis  principiis  latis  manifefta 
eOe  queat. 

Si  haec  aequatio  differeiitialis : 


AxJe-t-Bx-HC  D E.»  ^ 

ita  fuerit  comparata  vt  Iit 
«AC  — B_B  --  » n ” - L5. 

tum  eius  inte.^iale  completum  erit  algcbraicum , 
atque  hac  aequatione  txpreffum  • 

( -q- G { ) = 

. ,\  C — B B 1 « D F — E E 

7bl>  * k 

-bi  G denotat  conflantem  arbitrariam  per  integra- 
• Hhhh3  ^'oaem 
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tinnein  iniicdjm.  Hoc  vero  intcgrale  iiyjcnitur , 
fi  aequjtio  propofita  ducatur  in  hunc  multiplicato- 
rem : 

( A A-  .V  -f-  B .V  -h  C ) r D K y -1-  E K H-  F 1 


( 


» A -t  -t-  B , , n , E \« 

* it 


•r 


13.  Quemadmodum  multiplicatori  M tribui- 
mus formam 

X Y 

( a ^-7^  ji  > 

ita  ctiarn  formis  magis  complicatis  vti  licebit,  quod 
quidem  in  genere  praeftari  nequit.  Euoluamus  au- 
tem multiplicatorem 

M — vx 

( a -4-j3  * yy  -t-Sx  >1* 

vt  haec  aequatio  integrabilis  fit  efficienda 


Yd  X 


(a-h-fix 


±LXdy 

yy-l-ixyl^ 


cuius  integratio  ad  hanc  perducit  aequationem 
quae  transformatur  in  hanc 

vbi  eu-dens  efl  ftatui  debere 
A:.vrr^^J  et  r-j-— <i±l 

Vt  nulli  termini  occurrant  qui  vtramque  variabilem 
fin  ul  complebantur;  hinc  ergo  fiet 


X 

y-i-tx 


. Y ■ 


■y.y-1  _ A 

' ^ y-i-ix  


+/ 


t^-iy 


\ndc 
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Tiidc  concludimus : 

X =:  ( a T (3 -V ) ( <^  .V  + -VI ) — ( Y + -V ) ( 0 A- + /■ ) 

Y =:  {cL  + yy  ){l^y  + 9)  — ) 
fiue  cuolucndo : 

Xrr  (P  ^-0  6')xx+(a^+(3yi-y6-Sf  )j:+oti -yf 
Yzz(y^—SY,)jy+(a^+y$-^y)-$f  )y  fad-p/ 
et  aequatio  intcgralis  erit 

iL-±3  — . — , — , ~ Cooft. 

quae  loco  X fubftituto  valore  inuento  abit  in  hanc 
formam 

— Coun. 

14,  Transferamus  haec  iterum  ad  formam 

fcdx I kly — O 

Asc-i-t- B -t-t-C  ”■ 

ac  fieri  opnrret ; 

D-Jt(y^-^y)) 

B:^F(a^+P>i  y^-Sf)  Ezzk  a^+y9—(3y}—S/) 
Czxh,a.y\-yf)  Y~k\a.^-^fy 

Primae  aequationes  praebent 

- !L  i VI-  li— tB 
i 'J  Tk 

fecundae  vero 

f ai  B*  — E*  ;t a A V Ir-I  P3fc 

> — 4 TT6«  — B«  — E6 

vnde  ex  tertiis  colligitur 

— 7{  Bik+E^)-  Dtt/J 

— P { Bit+E/^)-  Aafc. 

BK'  X*r  • » • 
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Hinc  a elidendo  fit : 

— DF6')X  D^)  — j (A)tY-D^(3).Bit+E^) 

vnde  cum  cfic  nequeat 

AjkY“D/;(3:r:o  , 

quia  alioquin  fieret  (Jzro,  ct  quantitates  >),/ 
infinitae  , tum  \ero  quod  praecipue  eft  notandum  , 
aequatio  integralis  prexiiret  Confi.  — Confi.  quo  ergo 
cafu  nihil  indicaretur  ; necefle  eft  yt  Ct 

kk~D? hh)  ~BBkk-E  Ehh  fcu 

♦ AC— BB  ♦ D F — E E yt  aUtC. 

bb  kk 

Quod  autem  hic  maxime  animaduerti  meretur,  eft, 
quod  ctfi  tres  litterae  P , Y ^ manent  indefini- 
tae , aequatio  tamen  integralis  a praecedente  nonnifi 
quantitate  conftante  diferepat  prodit  enim 

,^bk  , — Conft. 

bSUeB  ,(A»7-lt.>Jj>j-»-  e«— E0  (,ic  I-OV; 

<«..  Vt-v(»AJ-uBl-t-g<  BJc-4-»C1— IT  Cooft. 

ICU  - 

quae  forma  quomodocunque  accipiantur  litterae  p 
ct  Y fempar  veram  aequationem  integralem  exhi- 
hct.  Quod  cum  minus  fit  pcrfpicuum  , oftendifte 
fufliciet  ambas  partes  p et  y inuoliientes  fcorfim 
fumtas  eandem  relationem  inter  x ct  y definire. 
Conftitutis  enim  his  duabus  aequationibus: 

♦ — tby—tfl}  — Conft. 

— Sh  y -4-  B k JC-f-  a C fc  — - 

-nnr* j D * j -t- B * E * 

multi- 
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multiplicetur  prior  per  pofterior  per  AJb,  fiet- 
que  funrana  : 

A — Ebtr^Dbfgt  — Eh)  Ctt— 

cuius  valor  vtique  c£l  coartans  propterca 

quod 

a AC»l^  — » pyh  b B»  — r.s 

£ ic  -f.  £ a 

vnJe  patet  propofitum. 


1 5 . Progredior  nunc  ad  formam  aequationam 
magis  arduam  , quae  fit 
-4-*^3L  — o 

fitquc  multiplicator  eam  reddens  integrabilem 
M^PVX-q-Q^VY, 

ita  vt  aequatio  integrationem  admittens  Ct 
Pi/ar+Q^/  4-  4.  = o 

cuius  vtrumque  membrum  leorfim  integrabilc  fit 
oportet.  Pro  priore  ergo  erit  pofte- 

rloris  vero  integrale  ftatuatur  2 V V X Y , vnde  col- 
ligitur : 

Q=  = X(J|)+V.|S  « 
P=2Y(S|)4-V.|| 
et  ob  priorem  conditionem 

+ V.y^-=:2X(^) 


!/?(ii:)4-v. 

dx  'd*' 


d X* 

ddX 

dx> 


rou  HL 


liii 


ex 
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ex  qua  aequatione , fi  loco  V fumferimus  certam 
fuadtionem  ipfarum  ar  et  ^ , difpiciendum  eft  , quo- 
modo idonei  xalores  pro  fundUonibus  X et  Y ob- 
tiueantur. 

iff.  Demus  primo  ipfi  V valorem  conflan- 
tem puta  V = i , ac  peruenirous  ad  hanc  condi- 
tionem : 

dd Y ddX 

17*  — 

quae  aequalitas  fubfiflere  nequit  , nifi  vtrumque 
membrum  feorfim  aequetur  quantitati  conflanti,  quae 
fit  =2u  Tnde  colligemus 

Xr=aarx-h6a,'-l-f  et  X—ayy~\'dy-\^c 
hincque  porro 

Tnde  aequatio  intcgralis  coniplcia  colligitur : 
2axy-r-dx~{-by-\-  iV  XY~Con{i. 

Quocica  ifla  aequatio  diflcrentialis 

-f- ii — o 

V C a X * -t-6  JC -H  e ) V ( a j ^ -4- f J 

Integrabilis  redditur  ope  multiplicatoris 

^~{z<^+d)V[axx-\-bx-{^)-^[zax-{-b)y{ayyJ(-dy’\-e)  ' 

ac  tum  integrale  completum  repcrietur : 

2axy  ■^-dx■\-by■Jr^  V iaxx+bx+cXayy+dy-{^)-C 

leu 
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feu  fublata  irrationalitate : 

Ilncc  amem  aequatio  differeotialis  inulto  latius  pa- 
let illa  quam  initio  $.  3.  attuleram. 

17.  Tribuamus  nunc  ipfi  V hunc  valorcra 
V=r  - ’ 

( « _H  p * -».  7J-  )’ » 

A enim  loco  exponentis  2 indcAnitum  fumAdeni 
mox  patuiAet,  hanc  potcAatem  accipi  debuifle.  Erit 
ergo 

. (dV)  — — »7  

'dx'  { a-4-Px -f-  >>)»  ’ 'dy'  ( « -f- P » -4- > > )* 

iddV  \ — «£3 g.  iddV  \ — «77 

\ dx*  ' ( a -j-P  X ' dy*  ' ( a -j- Px -J- 7 J )*  * 

Ilis  autem  valoribus  fubftitutis  fequentes  oriuntur 
binae  formae 

I ap  pX-&(a+pj:-Py7)+5^(<*+p.v+Y7)’= 

1 2 Y YY-*-^(a+P-v+vy)+4^^(a+PA4-YJ  )* 

quia  igitur  in  priore  y in  altera  x non  \Itra  duas 
dimenfiones  affurgit , euidens  cA  in  furmulis 

ddX  ddf 

17^  -lyr 

Tariabiles  jr  et  / totidem  dimenfiones  habere  de- 
bere , quia  alioquin  termini  ex  j:  et  mixti  vtrin- 
que  aequales  fieri  non  pofient.  Cum  ergo  ipfac 
fuadiones  X et  Y ad  quartum  gradum  fint  alcen- 

li  i i a furae 
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fiirac  ponamus 

Xr:  Aa:*  + 2B:f*+Cj:*+2Da:4-E  ct 
Y=:  + + 

Fa(Ha  iam  lubftitutione  pro  priori  parte  prodit 
12(3j3A.v*  +24.(3(33/  +i2p(3Ca‘A:+-24(3,3Da-4-i2(3pE 
-24^,3 A -3<S(3(3B  -12P(3C  -i2(3pD  -laapD 

+X2ppA  — 24apA  — 3<JapB  — i2apC  +2aaC 

+12PPB  +appC  +4apC 

+24apA  +44apB  +i2aaB 

+ i2aaA 

— 24(3y  AxV-  3<JPyB^V-  * 2|3yC2J-i 
+24PYA  ++(3yC  +4«Y^ 

+24«yA  +24«Y^ 

+i2YVA^^3!?'+i  2Y'V®*^^+^VYQ»' 
qui  termini  in  ordinem  difponantur ; 

1 2 Y Y ^ ^ ^ Y Y ^ ■'1>7  4- 1 2 Y ( 2«A-pB)r;^ 

+2YY0^4®V^3«B-pC>i>'+2(tfaaA-(S«pB-i-ppC)xar 
+ 4Y{aC-3pD)j  + 4(3tt«B-2apC+3ppD)x- 
+ 2(aaC— tfapD+tfppE) 

Simili  vero  modo  altera  pars  erit 
1 2§e?U:.v2>+i  2g§5Sjra>+i  2g(2aS(-Y35);^/+2gg(la-* 

'h  bS(  32-0- YSU>'+2(<Jaa$(-<5aY93+Y  Y^)J!7 
+4S^a(£-3YS'}v+4.(3aa^-2aY£+3YY!^)/ 
+2^aa(i— cyaY34-<SYY^/* 

18. 
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i8.  Coaequentur  nunc  inter  fc  termini  ho- 
mologi vtrins  ;ue  formae  , ct  fcqucntilius  aequatio- 
nibus erit  fatis  (iiciendum 


txyy 

xxy 

^)y 

XX 

xy 

X 

y 

t 


yyA— Eu'?l 
eavA— 

y y Bn:  — Ey5S 

6«aA — CaSB+GtoC— 5SS 
y y <J«y  5S  -hy  y£ 

3ayB— SyC— 3aS33— Sy(t 
3«aB— aaS 

ayC— 3SyDr=3«a23-aayC-l-3Yy^ 
o«C— 6aSD+6SSEcraaC— 6ayS+5yy(r. 


Tres  autem  primae  aequationes  tantum  duas  dant 

determinationes ; 


1« » a A V 8 

• — •Bva-t-BVA 


quarta  et  quinta  itidem  vnicam  determinationem 

fuppeditant : 

^ /r ifSBB— *®®)  — »/B*_®®t 

C— 's- — ;a*  — A 3 / 


quae  eadem  quoque  ex  fexta  fequitur.  Satuatiir 
ergo 

C=lL2-4-«  ct  € = 

1 A I 3 

I i i i 3 feptima 


P 
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feptim  ct  (xTlaua  etiam  Tnicam  determinationem 
inuoluunc 

IVV+Ova Ml  Ycl 

4AilvACI 

D V A4-OV 4-  — 4- 
Aatuanir  ergo 

D—  B»  _l_  RB  ■ « <7\ — ©*  I bS5 « 

-TU +71-^  lix  + 73  ,7aT 

qui  valores  in  vltitna  aequatione  fubftituti  praebent: 
2+(  AE-aC)  = gi  + ‘4»  H-  i:^ 

«_  i®.*  ^ <n'T^5  . I I 

)0  “ TF* 

quare  commode  ftatui  licebit 

E ' — I n B B I m B t f 

>«  A»  ~ 4 A A 1 A V A ”■  A 

C — g*  I » g <S  tn(5  , I 

1«  a*  4aa  »Bya“'a’ 

ip.  Cum  autem  fumferimus  Vzr. 


erit 


Ci  — — 4P'AA«-4-,B«»-t-C3cx-f-,Di-l-El  i »f£Ax^jB**-K:,^l 

P r;  riiyab'*-t-»Oj».t-gyy-4.iO;y-»Jt)  ^ 
fiue 

0 — *W’A»»-4-,Bxjc-*-C3r-4-D'i-i-jf  jaA-PB)i*_f-j(  iaB-POx*+7faC— ^BDte-nfaP-iftB 

(a-4-pz_(-7v>»  ^ 

^ 

vnde  inuefligari, oportet  integralc  formulae  ?dx+Qdr 

«d 
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ad  quod  fi  deinceps  addatur  — , , aggre- 
gutum  quantitati  conftanti  aequatum  exhibebit  ia- 
tegrale  completum  aequationis 


i * 

y X 


dy  

yY  — O. 


Pro  illo  autem  integrali  inueuiendo , ex  prioribus 
Taloribus  pro  P et  exhibitis  , notetur  fore  fe» 
parati  m 

J ' ^«-+^3jr-+-10i)  ^ 

quae  duae  expreifiones  aequales  efie  debent:  quem 
in  finem  ponatur 

et  A :y 

fietque 

'i^YioL+^x+yyyfQify 


-\-kyyxxyy 
+^yyxyy 
+Y(2Aa— B§’xay 
+NyYj-r 

+(Acto-Ba§4-N§§^xx 
-1- Y(2  Ba— C&+4  N6)?K 
+y(aNa— D5)y 
+( Bflta— Ctt?-t-DS5+ 2NftS).T 
+ESe-Dag+Naa 


(a+gx+vj)*/  T^x 
+^^txxjy 

4-g(a21a— S5y)^ 
+?SeeAT>' 

+(91aa— 93ay+3?VY)j!:y 

-l-9?SgAX 

+e.  aS5a-  eY+aS^JY)*^ 

+(S3aa- (TaY+ ®Y  Y+ 

+e(29ia-5DY)^ 

4(fYY-©(*Y+-‘=**>' 


iO. 
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co.  Ibc  conditiones  cum  prjeceder<tibus  (i8) 
pcrfcftc  conucniunt  fi  irodo  lunuuir 
N = ct 


DiiiiJamns  fingulos  terminos  per  (Jy,  vt  prodcit 
Talor  formulae 

i ( « -+-  S X -f-  y y y fQ^ti 7 t 

qui  fubfticutis  valoribus  ante  inuentis  reperietur: 

QxxV‘^ 

- "r*  + .-Sr  - ;rJ^ 

_ i?  4-  _L5_  4_  j?_  u* 

^ ' 4avA3  »a  ^ 6VA3  ^ 

, *!S?  I n[BV3->-"»V'^)*  __  !1£»  4.  «k:Bv3— gVAj  , 1 

*^7rAiVA3  ' a*AiVA3  «A3  ♦ \0j  * VAvI* 

critqne  intc- 


Sit  liacc  forma  breuitatis  gratia 
grale  completum ; 

I"'" 

S+VXY=Confl.{BVa+-S8v'A+sAi-V’5(+2a/>'A)‘ 

quod  etiam  hac' forma  concinniori  exhiberi  potcil 
S+yXY=Conft.(i^  + ^+axyA+2j/VSl)\ 


Quare  dura  fundlioncs  X ct  Y conditionibus 
definitis  fint  praeditae , hoc  modo  habebitur 
grale  completum  aequationis  differcntialis 


1 dy 

V*  -i-  ^ = 0. 


ante 

iotc- 


ei. 
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ai.  Haec  ■ inucftigatio  aliquanto  generalius 
inftitui  poteft  tribuendo  ipfi  V talem  valorem 

! 5 r quo  facilius  autem  calculi  mo- 

lelliiis  lupcrarc  queamus  oblcruo  , dummodo  -varia- 
biles a:  et  quantitate  conflante  augeantur  vel  mi- 
nuantur , cum  ad  hanc  formam  reduci 
reduci  pofle : expedito  autem  calculo  rtflitutio  facile 
inflituctur.  Confiderabo  ergo  hanc  aequationis  dif- 
fercntialis  formam 


d X 

vx 


— 
V V — 


O , 


quam  integrabilem  reddi  aflumo  ope  multiplicato- 
ris pVX-t-QVY,  vt  integrari  debeat  haec  for- 
mula 

Statuatur  partis  poflerioris  integralc-a  WXY  fiet- 
que  vt  vidimus : 

(i==x(i-r)+v.jy  « p=«Y(4-;)+vg. 


Sit  igitat  V_- 


[e-^xy]' 

/<tvs — __ni.lL-.  et*(  — )~7 
ita  -vt  habeamus : 

F — { 0 X ^ ^ d>  («-*-*>)’ 

Nunc  autem  effici  debet  vt  formula 
integrationem  admittat  , hunc  in  fiucm  duphci 

mUL  Kkkk  . 


idedque 


11  ' 

d V ^ — — 1 *__ 

«-+-*>)• 


'(  o 


— 4 X j I , ^ L 

i-4-jt>)»  ~ dx-(e-^-xy)l 


et 


— 4 Y* 


xy)^  ^ d > ( a ■ 
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modo  cias  intcgrale  capiatur  dum  vel  j vcl  arcoa^ 
(laus  accipitur  , Hcque  obtinebimus : 


70Y 


yj^t4-xy)  yy,a-t-xf 


mX 


JY_  _t 

yiy-a^xy 
dX  1 


r-y 

- yy 

A « 

* JP 


\ 


fOdyzz—i^ . 

' ^ *xta-+.jf>)  3ua;j  xdx.  »-f-xy 

quas  duas  formas  inter  fe  aequales  reddi  oportet. 
Multiplicando  ergo  per  ar.tr r(a4-.vy)*  habebimus: 

4.tar  Y (a-farr)— 2«a:.vY—  i^(a+.v/H-.v.vr:^.(.a4-A7)*  = 

4-y  r X (a+a>-)  — aa^/X  - +-v/)+/>’  A: 

vnJe  fingamus 

X—  ' ar*+2Bt*+Cv.v+2D.v4-E,-  A:ar:=:L.t.v4-Marf  N 

— 4.Aa;’-f-6BA*.v-4-2Ca-4-2D  et 
=z  43U'*-l-<y23>'j'4-a£>'-d-3JD 
Hinc  nofirac  exprefliones  induent  has  formas 


xxyy{a  + xj'fj(^dy 

+ LarV 
+ Mary 
4-aB.vy 
■+-  Nart/ 

4-  2(C  + flL)ary 
--  2aAx  j 
+ 2(3  D+aM)a-a-/ 
— 2 aB^y 

•i-aaLxxj/ 


xxyy{a+xy  )*f  ?dx 

+ £.v%* 

+ 2 33.t*r* 

+ 2Jl.vV’ 

— za^xxy* 

+ 2(€  + a£)ty 
+ 9?.vV 

— 2aS3.tay 

+ 2(3® +<*3>l)a:V 

+cflfa:a.7^ 
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+2(2E+aij)xy  +o*y 

4-0  4- a(2®4-aS^).vV 

+(2aD  + aaVi)xjj'  +oxyy 

4-oA-jr;'  4-(  2tfS!)4-fla!W).vA7' 

4-(  aflE4-flaN)//  +oyy 

+OXX  4-(2aG  + <3'a9?)Arx. 


2 2.  Harum  formarum  coaequatio  fuppeditat 
fequentes  determinat. ones  : 

f = M = 2S8i  9)?  — aB;  Nr-aa?!;  '3l~-2aA. 
£ = C;  D=:-a23;  © — -aB;  EiraaSl  ; €~aaA 
ita  vt  habeatur  haec  aequatio  di0erentialis : 


dx dy  ^ 

y (Aa;*-t-  2 B2.’4-Cavv4-aDA4-E)"^  V [^y*  —~y' +s^yy-2afy+aaA)  ~ ° 
cuius  integrale  completum  eft 


2 E xty-  ^ xyv- zaAxx-  ~ )y-h 2 C ay- 2 aBi-4-  2 Dy 4- s VX Y 

[a+xy)‘ 


rConft. 


Hie  obferuo  fi  ponamus^— -y,  prodire  aequatio- 


nem initio  allatam  : 


dx » d® 

VvAx‘-+->Bx’-(-Cxx-+.jDj-+.E)  ' 

cuius  propterea  integrale  nunc  etiam  per  principia 
integrationis  maximo  naturalia  aflignari  poteft,  cum 
antea  methodo  admodum  indiredla  eo  fuiflem  dc- 
dudlus.  Integrale  quippe  eft 

A A'.v2  2-f-Bars(A--4-s)-f-C2-2+D(j;4-2)-l-E-f-<l(a!'— 2)’=2 

y ( A 2Ba*-+-Caa-+-  2 Da'-4-E)  ( As*-4-  2Ba’-i-C224-  aDa  4- E) 

K k k k 2 quae 
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quae  ab  irrationalitate  liberata  induit  hanc  formam: 
GG(a:-2:)’+2G(Aarar3:s4-Bxs(ar+s)+C.ve4-D(a;+2;+E) 
+(BB— AC)o:x22— 2ADj:2(4r+s)-AE(jr4-2}’-2BD2« 
— 2BE(2+2)-i-DD— CEr=o 

quae  aequatio  in  hanc  formam  reduiRa  cum  fu  pe* 
riori  conueuit 

(aAG-hBB  — AC).rx224-2(BG  — AD)  22(24-2) 
+ (GG  A E.)  (2  4“  2 ) — a(aGG  + BD  — CG)22 
+ a(DG-BE)(2  + 2)+aEG  + DD-CE=:o. 


43.  Si  nunc  fcrutari  velimus,  fub  quibus 
conditionibus  haec  aequatio  diflfereniialis  integratio- 
nem admittat 

^ 1_  dy  


concipiamus  hanc  nafci  ex  illa  ponendo  2 
ita  vt  aequatio  integral.s  futura  fit 


—^JL±A 


(aAG+BB-AC}22(/)^4^)’H-2(BG.*AD)2(  fj-+g)  (bxy 
+i^+^4-^ ) -K  G G - A E )r  i>2y  4 ^4-/>  4 g )’ - 2 ( 2 G G 
— CG4-BD)2(  fj+gXby-^k  '4-=(DG-BEXi^+ik)(i>2y 
t/>+^)+(  2 EG+DD-CE)(-^+i:)’=o. 


At  vero  coefficientes  9f , S , € , S) , € ex  his 
quantitatibus/,  g , b , k \i%  definiuntur  vt  fit 

a (/i  -g  ^ - A/  4 2 Jifh  4 Cffhb  4 2 D//»*  4 E b* 

JS  (/A  -g  — 2 A/g  4 B//(  3gb+fk)  + Cfb{  fk+gh) 

+ Dbb{i/k+gb)-{-2Eb'k  ■ 

di/k-ih)' 
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afk-ghf:z6\fg+6Bfg{fk+gh)+Cifk+gby 
Jr6.Dhk{fk-\-gh)+ 5 Ehhkk+ iCfghk 


^{fk-ghy-2Afg’  + Bgg[gb+ifk)-\-rgk{fk+gh) 

+ Dkk{fk+:igb)  + iEbk 


Q.{fk-gby  = Ag*+  a 'Bg"k+Cggkk  + i Dgi’  + Ei*. 


a+.  Videamus  autem  quousque  problema  in 
genere  aggreffi  calculum  expedire  queamus.  Sit 
igitur  propofita  aequatio  ^ ~ ° P®*’ 

pyX-l-<iVY  multiplicau  fiat  iutcgrabilis , fitque 


integrale 


» VXY 


— Cond 


eritque  vt  vidimus ; 

Q—  *X(P-t-gy^ i_ 

p — ♦ Y'  V -t-  S X ) I. 

* — >y-+-4  »y  )*  . 


d X 

d x(c  yy->-  S 

d Y 


dyi  a-4-  3x  -f-  yyl**" S xy)* 


vnde  colligimus 

( y + ^ X )’ ( tt -f- P X + Y.>' + ^ ^ y = * ( P Y - « ; X 

(4^  X -( Y -h  ^ A- )^ )( a -H  p x-h  yj^ -l-5-a> ) 
. Cmilique  modo 

(P  + J/)’(a+px+YJ'+^A;^)’/F</x-2(pY-a^)Y 

-4- { 4 <y  Y - ( p -1- ) ^ ) ( a 4- P X Y./ H ^ ^ ) 

-hS  xj  f r :/ 

quae  duae  formae  ad  confenfum  perduci  debent , 
ita  vt  prima  per  (y-1^x)*>  altara  vero  per  (p+^j')* 

Kkkk  3 
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^30 

diuifa  eandem  fiin<flioncm  exhibeant.  Qiiamobrem 
nccellc  e(l  vt  prior  per  ly+Sx)\  poderior  per 
diiiifmnem  admittat,  cui  ergo  requifito 
ante  omnia  cll  (atislacicnjum. 

25.  Eunluamus  priorem  \aIorem  partibus  ab  / 
pendentibus  didinguendis : 

I.  2((3Y-a(5)X  + 4^(a  + p.r)X-fa+|3.v)'Y+^a:)|? 

4 (a4  j3a:/ 

, II.  -j'(Y  + J.v)(4^X-(Y4-^.v)^4-2(a+(3jr)Ay:) 

III.  + 

quae  exprefTio  per  (y  + <^-'‘)*  diuifibilis  efle  debet; 
cum  ergo  tertia  pars  fponte  fit  diuifibilis  pro  fe- 
cunda ponamus 

(«-i-pa')  A:ar-H  2^Xrz(Y-+-^a:)R 
ct  prima  pars  erit 

*(PY"*^)^+  = ^(®+  P-^'/'^  + {a+Pa-)(Y+^^)R 

-(a+pa')(Y+^ar)j? 

qUae  redit  ad  hanc  formam  : 

(Y+^  A’){2pX4-(a4-pA;}R— 

ita  yt 

2pX+(a+pa:)(R-^) 

adhuc  diuifionem  per  Y+^a:  admittere  debeat.  Cui 
conditioni  (atisfit  lumendo 

R:x^  A :A--'-5-±^I->A':ar-i-( Y + ^a-)S  , 

Tndc 
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Tnde  fit 

X — A:x-  S 

sdO  2oi  aO  '* 

idvoquc  prima  pars  erit 

(Y  + Jx)'lg.R-ii^'l)-l-’(.+pv)(v+^.v)’S 
fiuc 

(V  + i ^)’(SI  •’^+ * 

, 0(>_f_Sx)q ( o + p X )t > -»-5 *)  is \ 

T S ^ rs 

dcinJe  fecunda 

j.  ( y +J 1- )’  5 ^ A":a'? 

l ■ $ 

ac  tertia 

yy ( V B x)  A"  X. 

Quocirca  formulae 

( a + (3  X 4- -i- ^ A7)VQi/ • 

■valor  erit 

II A : X + f ^ A : ^ 4- y y A : X - A ' ; .V  - A ';  X 

, A/i.  ^ L 

H ST"  ^ liS  ' 

+ |-(Y  + ^A:)S  + (Y+5.v)/S-'i^;|'-^.g 

— ( 7 -t-  ^ V if 

,4  -'•  Jje 


feu  ita  concinnius  exprcfliis : 

<p-4-Svi« ^ (g-t-px)!3-H5Ai  ^ ^jLlJ_l'*±2p-7 btifll A ':x 

r V _u  s X U 3 * ff  7 ) f -v-t-i  X f a 4-3  t -4-7  7 4-tx_y  ) ^ 

'-L, J ,4  i X 

Cui 
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cui  alter  aequalis  fieri  debet  , qui  efl 

i (^-^s  y)(  y -t-5x  )(^_  :jJ-».5>Va-f-l3Jc-4-»J  ixy)  d@ 

6 ^ '.S  -d^ 


atf.  Quod  fi  iam  ponamus : 

A.ra  + 2 B-v+C)  ct  Sr^ (Darat  + a E.v+F) 

item 

r:j^r^^(9(yj'+  2 25/-r  e)  et  0=<J(S5;'j'+2(S>'4  5) 
reperientur  nofirae  expreifiones  ita  euolutae 


(tt+(3.v+Y^+^^)y 


fa+(3A-f'yy4  Sxyy/Vd  X 


^SSAxxxy 

+z$SBxyy 

-^S$C}y 

+${^E~aD)xx 

+(2  B+(P  Y ■ } A-yy  D-f^  <5  F)aj' 

B+aP^  C-y  y E+y  S F|>' 
+((3^  F+^Py— «^ ) E— ay  D).r 
4-aaA— aapB-j-ppC—ayE+PyF 


+^(y91-p®4-«5€);^ 

+ 25J^,va7 
+^(y€-oS'/>' 

+( 2 y 5 5S  +'Py-  aS  )?(-pp®4-3  S 5' a/ 
-H  > ^ 5+' Py  — opS5)y 
4r'«pSl-2fltd93-+- 2 y-Jff- pp(£4-|3^5)ar 
4-aa2(-2oyS54  y'j  €-ap€-f  Py^ 


Tode 
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Tncle  nonmfi  rcquente»  'dnermiiiBticnMi  deda> 

•cuntur  ■ • - • ’ • 

a-A  . 

g5‘_-p]^  +-E  • • ‘ 

• 'I  c'  :•  •; 

® • • r - 

<^_  yyA— ‘ 

ff  — »a?B— aVA — P$C 

1 ■ . ■ ' 

ft  — 17  _ 7E  aPy.\'-4-Ta^B— S3?C 

T ■■  ■ . . 

his  enim  omnibu*»  illis  eonditlonibiis  fttisfit.  Sic 
igitur  omnes  litterae  A,  B,  C,I5j  E,  F Tna 
cum  «,  p,  y,  S arbitrio  nodro  manent  relidlac, 

'cx  quibus  deinde  colligitur  fundrio  ' 

aXr  J J D.v*+  2 J (5  E + yT>p A )x*-+  (J ^ F f 4yJ  E+y y JB*'p  y+3  aS )A)xx 
4-a(y5F-l-yyE— ayA— 2aiB)jr-i-yyF-  2«yB4-(PY-a5  ;C. 


s7  Hunc  autem  calculum  -vltcrius  non  pro- 
fequor , cum  nunc  quidem  fufHciat  methodum  di- 
rcaam  et  rei  naturae  confortiaem  aperuilTc  , quae 
ad  easdem  integrationes  omnirio  Angulares , qqas 
olim  ex  longe  aliis  principiis  erueram  , perducat. 
In  augmentum  igitur  huius  feientiae  plurimum  in- 
tererit iftam  nouam  methodum  omni  (ludio  peni- 
tius ferutari-  Hunc  in  Anem  adhuc  obferuo  aliam 
multiplicatoris  formam  adhiberi  poBe , cuius  ope 
talis  forma 


-4-  42  = 
vx  ^ yr  — 


o 
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integrabilis  reddi  queat.  Statuatur  fcilicet  multipli' 
cator  P-i-Q^VX  Y , vt  integrabilis  eflc  debeat 
haec  forma  ^ 

^qdjVX-\^  lif  Yr=o., 

Fingatur  prioris  partis  integrate  rraRVX  pofle- 
rioris  vero  “aSVY  , vt  intcgrale  completum  fit 

RVX4-SVY=rCon(l.  ' 

«t  fafta  cuolutione  repetitur  : 

Cnm  igitur  debeat  cfle  (J^)  , manifeftum  ell 

formulam  R</a:4-S</j^  integcabilem  efle  debere.  Non 
autem  opus  cft  , vt  ea'  algebraicum  habeat  integrale, 
fcd  fuflScit  vt  integrationis  fcharatJlere  fit  praedita. 


28.  Sumattir  enim 
R=~ — > 


et  S= 


entque  . > • 

Q — ^ «g — i^txxyy' 

( o -*-P  * > y*xyyY~ 

. p — T^dX 


fimulquc 

P=r 


-ea  — yx».  . 

dxla-i^X-hyxxyy)  ylTrfyjT- 


JLiX— 1 Yixf(3_t-,7xy) 

iyiUH-lixy-h-Xxxyy)  ( « yi  xyy^ 


r.  1 


1 1 r .1 


. Ita 
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ita  Tt  habeatur  ■ ' < 

a-i-  p.r/  -H  yxxj^y)  - 2yjfX(^  -H  a yxy)  =: 

( a -f- (3  4- Y a:  ) — a jt  ar  Y ( p -h  a Y ) • 

Statuatur  , . 

X— Ax*-i-2BA:’4-CxA*-l-aD.v4-E  iternque 
Y :n  2(f*  4- 2 S3>7* + 4- a © y 4- € 

ac  duo  illi  valores  inter  fe  aequandi  poftulare  de- 
prehenduntur , vt  fit 

(3=0,-  Bzzo;  ^=0  i B—o  et  ©io 

• • «. 
tum  vero  ii  fient ; 

I.  ~ — zyCx'y -\~^akx^j>—Ji.yExy'~\^2tt.Cxj  , ' - 
II,  rz— 2 Y<Sa:'y -i-4«5(ary  — - 
vnde  colligitur 

errCj  = feu  agirAE.  , 

Erit  ergo  • 

• X=Aar"+CAa:-^ai  Yz=a/+Cxr-f-A 
et  aequationis 

^ dx  iy 

y{Ax+cxx-^^)  y(ay+Q7-|-A) 

intcgrale  completum  erit  ..  . ;i  . ! 

j'V(Aa;*+CA:a;-^a}+-A'V(a)'^4-Cyj/_?.A)z;Conft,(«-l-YX^),' 

Llll  2 • ' 20. 


. EVQILVTID  NONNYLLARYM. 

29.  Ex  his  exemplis  fecilc  intclligitac.,  fero 
nouum  adhuc  analyfcos ' genu*,  dcfi-dcrari  , quo 
huiusmodi  operationes  certo  ordine  inftitui  atque 
■vltcrius  extendi  queant,  a quo  qthdem  fcopo  adhuc 
lo.igdlime  fumus  remotu  Int^rim  cair.ea  qa,  quae 
haclcnus  expolui  maximi  momenti  efle  xidentur , 
ad  vniucrlalitatem  principii  integrandi  initio  memo- 
rati. fhibUiendam,  oiim  adci>  eius  beneficio  pec  mul- 
tiplicatores idoneos,  eae  integrationes  qtiaf  maxime 
arduae  et.cognita  principia  tranlcendentcs  erant  vilae 
expediri  ■ queaRt.  - Mihi  quidem  cum  primum  in  eas 
iiicidiflem,  nulla  alia  via  co  deducere  videbatur  prae- 
ter canXj^ua  tuiw  eram  vfus  ; nondum  enim  ani- 
maduerteram  femper  , quoties  cuiuftunquc  aequatio- 
nis diflferentialis  integrale.  compktiiin  conHaret  , ex 
eo-  multiplicatorem  , quo  illa  integrabilis  reddatur  , 
concludi  pofle;  quae  eonclufio,  fi  integrale  tantum 
fuiflfet  particulare  , neutiquain  valuiflet.  Quamobrem 
integrationum  illarum  particularium  , quas  olim 
fimul  ex  eodem-  principio  alieno  eram  confccutus  , 
longe  aliter  eft  ratio  comparata  , neque  adhuc  per- 
fpicere.  licet  , quomodo-  methodo  quadam  direda  et 
naturali  ad  easdem  perucniri  queat. 

30.  Eo  magis  igitur  operae  erit  pretium , 
indolem-  lutmm  integrationflm  jianicularium  accu- 
ratius exaorinarij  quod  quidem  contemplatione  calus 
fimplicifiimi  fiet.  Huius  igitur  aequationis  difie- 
rentialis 

dxy{i  ’\-xx)-\‘djy  ( I +jy)-\-nydx+nxdj  — o 

inte- 
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integrale  particulare  inueneram  clTc 

xx-{-yy-h  !txyy{j  + an'):=:nn 

fimiliaquc  intcgralia  ionutnexabilia  etiam  inueni  pro 
ciusmodi  aequationibus  differcntialibus  , quae  neque 
a logarithmis  neque  a circuli  quadratura  pendent : 
quare  haec  aequatio  ita  fpedetur , quafi  non  per 
logarithmos  integrari  poffet  Hic  igitur  primo  quae- 
ritur , qua  yii  diredla  hoc  integrale  particulare  ex 
forma  diffcrcntiali  concludi  queat  ? deinde  quomodo 
aequatio  differentialis  comparata  effe  debeat , vt  tale 
integrale  particulare  exhiberi  queat?  Ad  has  ergo 
quaeliiones  primum  obferuo , aequationem  algcbrai- 
cam  effe  integrale  completum  iftlus  aequationi»  dif- 
fercntialis  i 

d* ■ dy  -Or 

VI  y{<-hyy)  ^ 

tum  "vero  ex  illa  fequi 

x-\-yV(i-hnn)-=znV{i-{‘yy)  et 

ita  vt  tam  V(i-l-rA:)  quam  y(r-4-^r)  r«'onali- 
tcr  per  x et  / exprimi  queac.  Cuna,  igitur  hinc 
fit  differentiandO' 

^dy-^dx(,^nn)  _Jldy__  ,dj±dyy[,^^ 

T:V-^x1T) » TT^yy)  » 

fi  harum  formarum  multipla  quaecunque  ad  illam 

dx r d.y  ^ Q, 

V(i-+-*3c)  ^{t-r-yyi  ^ ^ 

addantur,  feraper  prodire  aequationem  diflerentialem, 
cui  aequatio  alg^raka  particulariter  ftJtem  fatisfe- 
, Llll  3 


c?3»  ' EVOLVTIO  NONNVLLARVM  . . 


ciat.  In  genere  ergo  huius  aequationis  dif&remialis 

dx-i-rxdx  J ay-fjQ.yjv  — ?dy-j-Qjix-4^?dx-i.Qjiy)-^  i -t-n» 

integrate  particulare  erit 

A' 2 A7  V ( I + M « ) ff. 

Sit  iam  Pxta'  et  , ac  fatisfict  huic  aequa- 

tioni 

dxy'(  I -yXXyrdyV^  I +xy)—  j>M  ,-f-nn , 

, ex  intcgrali  vero  fit 

X dx -h-j djf  (x dy  +ydx)'^(  i --\-nn) 

Tt  habeatur  haec  acquatio.^dificrcntialis ; 
dxV  {i~{-xx)-{-dyy[i-y-yy)-\-nxdy-\-nydxz=:o 

cui  ergo  integrale  fupra  datum  particulariter  con- 
venit. . . 

3r.  Transferamus  iara  haec  ad  cafus  latius 
patentes , et  pofiquam  huius  aequationis 

— -4- = o 

y j -I-  y y W 

inuentum  fuerit  integrale  completum  quod  fit 
W=::Conft.  notetur  hinc  fcmper  vtrumqnc  valorem 
radicalcm  VX  et  VY  per  fnndiones  rationales 
ipfiirum  A et  ^ definiri.  Sit  ergo 
VX:z:R  et  VY=S,  ideoque 
%-idR  ct  ^^l=2dS 

Sit  iam  P fundio  ipfius  a et  ipfius  y ; hineque 
conflatur  ifia  aequatio: 

H-  - 2 P</R  a Q</S=o 

cui 


Digiti»  cd  by  Google 


AEQVATIONVM  DIFFERENTIALIVM. 

cui  aequatio  algcbraica  Wzi.Conft.  certe  particula» 
rjtcr  iatisfacit.  Hinc  fi  P et  Q ita  accipiantur  , Yt 
formula  integrationem  admittat,  cuiuf 

integrale  fit  r=V  , orietur  aequatio  tranlcendens 

- 2 V =:  Conft. 

cui  aequationi  WrrConft.  fcu  valoribus  inde  de-, 
dudis  VkziR  feu  VY— S particulariter  fatis&cit. 
Tale  ergo  ratiocinium  viam  ad  huiusmodi  integratio- 
nes'particulares  alloquio  ioueotu  dilUcillimas  pate- 
facere videtur. 
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